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In una Nota inlorno ai sistemi di rette di i° ordine, inserita nel Rendi- 
conto doli’ Accademia , giugno 18GG, si trovano dimostrate le proprietà 
enunciato da Plùcker nei Prficeedings of thè Rogai Societij, febbr. 1865, 
relative ai sistemi di retto, le coordinato delle quali verificano una, duo 
o tro equazioni di 1* grado. Ritenendo lo stesso sistema di coordinate 
della retta considerato nella suddetta Nota, ci proponiamo ora in questa 
Memoria di stabilirò lo proprietà dei sistemi di rette, che con le loro 
coordinato verificano un'equazione di 2° grado. 

1. Richiamiamo prima di tutto alcune forinole fondamentali. 

Se, rispetto ad un tetraedro, un piano P ed un punto;) sono determi- 
nati dall’ equazioni 

P=.Xx-i-yy+Zs+Tt=0 , p=i.V-l-yl’-t-z/+(7'=0 , 

saranno (A’, F, Z, T) le coordinate del piano, ed (x, y, x, t) le coordi- 
nate del punto. 

Se la retta R è rintersezione dei due piani 

A^x-f- ) T^t — 0 , T^t — 0 , 

0 pure so la retta r è la congiungente dei due punti 

p,,= x^Z+!/^y+i^Z+l_^T=0 , P,J=I^A + JI;1 +\Z +I^T=0 , 

f 
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le sei quantiU 

L=XJir-TJ, . 


e =Z,.V, -A;Z^ . H=.YJ f-y..Y, . 

ht = YJ^-TJt,. X=ZJ,^TJi. 


o pure 


g — • * —*xVi — .Vi*i > 

m = Vx^i — •<. Ji t " = Kh ~ ‘x‘i • 


saranno le cooriiinate della rotta. 

Per ogni punto p di fì, o pure per ogni piano P condotto por r, si 
avranno le relazioni 


//y*“Ò3 t 


hi — gZ -^-17 — 0 

Fx—Hx + Ml=0 , 


fZ — kX -i-mTxxO 

Gx — Fij+St =0 , 

0 pure 

gX-fY +«r=0 

Lx + Slij + Si=0 , 


l.Y-*-ml' + ii2 =0 

Tra le coordinate di li o di 

r si ha l’identità 

FL + CSI+IÌX=0 . 

0 pure 

fl-i-gm-\-hn=iQ 

Se /{ ed r coincidono in una sola rotta Rr si avrà 

F G 

H L 

SI X 

l m 

ti~ f ~ 

y-'A ’ 


se poi fl ed r si appoggiano tra loro sarà 

F f ^ Gg Hh-^ Li ~h Siili Xn^O . 

Ponendo in generale 

P'y—XiX'+I\y'+^\^'+'I'\i' . = '+iy^'+iy'I" I 

G^. =2^A'-V'- n^,=-\y.--yxX., 
L^,=xj.-T^x., si^.=r^T,-T^r., x^.=z;r, T^z„ 

(^. =y^J, — »^S' . J^r =*^*. — -Se'*' ■ 

1^, —x^l, —tjc, , — (^it. , n^. =V' — ‘e'> ■ 

V'4- -V"' . 

ré» ={x^'+9ixfi'-^ ’ 

le forinole per la trasformazione delle coordinato del punto, del piano e 
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(lella retta, allorcliò si cambia il tetraedro fondamentale, saranno della 
forma 

^ 1 2 T_ 

l’t ~ I*'. ~ K ' P‘~ f‘~ P't~ Pi ’ 

f g h l m n 


^11 

Se Ira le coordinate della retta /i o r si ha un’equazione omogenea di 
2° grado, tutte le rotte che la verificano diremo che formino un sitlema 
di rette di 2° grado. 

La proposta equazione omogenea di 2° grado, nella sua forma più ge- 
nerale, avrà ventuno termini; ora se si cambia il tetraedro fondamentale 
al quale si riferisce il sistema, essendo lineari le relazioni Ira le coordi- 
nate primitive della retta e le nuovo, l’equazione proposta si cambierà 
in un’altra equazione di 2“ grado, dalla quale si potranno far sparire i 
quindici termini contenenti i prodotti delle coordinato della retta com- 
binate a due a due, disponendo convenientemente dello quindici costanti 
indeterminate contenute nelle formolo della trasformazione. Potremo 
quindi supporre che il sistema di rette di 2” grado sia rappresentato da 
un’equazione di 2° grado contenente i soli sei termini con i quadrati 
delle coordinate della retta. 

2. Sia adunque un sistema di 2” grado (0, 6) di rette r'R' rappresen- 
tato dall’ equazioni 

e=Ff+G3'‘+ W+Mm-'+Nn'’=0 , 

(t) 

e =fF''+gG'‘+hH”+lL'’+mU”+nH” = 0 , 
in cui si hanno tra i coefficienti le relazioni 

l tn n f g K ' 

Tutte le rette del sistema che passano per un punto/), costituiscono 
una superficie conica di 2" ordine rappresentata dall'equazione 

-i, = f C(»,z— Jt,s)‘-t-//(x,sr— s,')* 

( 2 ) 

-hL{x^t — r,x,*-r J/(y,t — t,y) -t-lV(s,r — l,s) =0, 

* 
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e lutto le rette del sistcìna che giacciono in un piano P, toccano una 
linea di 2* classe rappresentata dall’ equazione 


+ì{XJ-T,X)'+m{YJ-TJ)'+n{ZJ-T,Z)'=0 . 

Diremo , nel sistema (0,9). la superficie conica di 2’ ordino cor- 
ritpondentt al punto p, , e a,^ la linea di 2* classe corrispondente al piano 
P . Evidentemente le superficie coniche v corrispondenti ai diversi punti 
V •!* passano perp, , c lo lineo o corrispondenti ai diversi piani tan- 
genti P di toccano 
Ponendo per broviU'i 


Hy'+Oz‘-t-U' =i(A") . 

=!(}’) , 
Gx'+Fy'+Xì'^'-iZj . 
Lx'+My'+Xz'=^T) . 


hr-hsZ‘ -hiT' =!.(i) , 
fZ‘ + hX‘-hmr=f[ii) . 

gX'-hfr = ,{-.) . 

tX'-i-my‘-{-nZ' = <,[!) , 


c ponendo l’indice k fuori parentesi per indicare in generale che invece 
delle coordinate dol punto variabile p, o del piano variabile P, si pon- 
gono le coordinale del punto particolare p, , o del piano particolare P,, 
si avrà 

= 0 (x)jA’*-+- "(ji), a « (<). r' 

—ì(fr,Z,rZ-t-sZ,X,ZX+hXJ\XÌ^-t-lXJ,XT+mVJJT+nZJ,ZT)r^O. 


Le equazioni 

i(A’) = 0, i()')=0, ^Z) = 0. i(r)= 0 . 

0 pure le equazioni 

•’(*)=0, i(tf)=0 , »(s)=0, »(0=O. 

rappresentano rispettivamente le superficie coniche o pure lo lince o, 
corrispondenti ai vertici, o alle facce, del tetraedro fondamentale. 

Se le rette che uniscono p,con i due punti fissi pj,p, sono coniugato 
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armoniche rispetto alla superficie conica la localo del punto /ij sarà 
la superficie di 2“ grado rappresentata dall’equazione 


V 

( 5 ) 




Similmente so le rette d’intersezione di con i due piani fissi P^,l‘ 
sono coniugate armoniche rispetto alla linea a,, , l'inviluppo del piano 
sarà la superficie di 2* classe o, rappresentata dall'equazione 

„,,=l[ì\Z-Z,ì-){ì\Z~Z,ì-)+g{Z,X-X,Z}{^,X-X^Z)+h{X/-ì\X^X/-ì\X) 

-^-l{XJ-T^X)(XJ-T^X}+m{ì\T-T,ÌJrJ-T,ì)-^-n(ZJ-T,Z]{ZJ-T^Z)=0. 

La superficie passa per i due punti , p. , e la superficie o.^ tocca 
i due piani P,, P,. 

Siano fp^, p^) 0 (P,,Pf) una coppia di punti, cd una coppia di piani 
appartenenti alla retta arbitraria r'IÌ'; un punto p di r', ed un piano P 
condotto per lì’ essendo determinati rispettivamente dall’ equazioni 

p = ap^+bp^=0 , P=AP^+DPf=0 , 

se il punto p appartiene a od il piano P tocca 1 ,^, i rapporti «:icd 
A -.B saranno dati dall’ equazioni 


segue da ciò che so la retla r'B' tocca la superficie conica v,,, o puro si 
appoggia alla linea Oj, , il luogo del punto p^, e l’inviluppo del piano /’, 
saranno rappresentati rispettivamente dall' equazioni di 1“ grado 


=0 . 

Si ponga per brevità 

Fily'+FXi'-^MXi'=i{i) , 
GXi'+GLx' + NU'=l{y) , 

( 6 ) 

llLx'+ HMy’+ Ult' = i(i), 

GHx'+UFy' + FCi'=HI) , 
H'y-G’z+L’t F'z-U'x+M'l 
jr ~ “ 

h'Y-g'Z*VT fZ-h'X+m’T _ 


■ " = (v) • 

fmV'+fnZ' +»mT‘ = z{X) , 
gnZ'+ylX'’ +nir‘ =o(>') . 
W-V'-i-àmr+tmr* = !.(Z) . 
ghX'+hfr +fyZ‘ =.(D . 
G'x—F’y+Hl L'x-^M'y+X'z 

, ^ r~~ 

g'X-fY-^m'T _ l’X+m Y+n Z 
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H si troverà 

a^i{t)r+tls)r‘+i(i)Z'+i{l)T' 

- {Gil+HN){r.rZ+xlXT)-{HX+FL){ixZX+ylYTì 
—{FL+G.V){x!iXr+UZT)=0 . 

(’) 

« = ^ (A’) a:*-4- !j (}') 0 i*-t- 3 ( T) 

— {fm+hn){VZtp+XTxl) — (A»+/7)(2Xy:-)-)Tj() 

-(/!+, m)(AJ>y ^-Z^^() = 0 . 

La superficie di i° ordine LI essendo talo clic il piano P condotto per 
un suo punto qualunque ]> e per la retta II' tocca la superficie conica ^ 
corrispondente al punto ;i, questo punto apparterrà alla linea a corrispon- 
dente al piano P. Ora considerando i soli punti di H contenuti in un 
piano fisso I' condotto per II', lo quantità A’, V, Z, T contenute nell’e- 
quazione n=0, saranno evidentemente lo costanti coordinato di P, 
quindi la linea a corrispondente al piano /' sarà costituita dai punti d'in- 
tersezione di V con la superficie di 2° grado in {x, s, t) , c 

clic per le relazioni tra i coollìcicnti dell' equazione (1) prende anclie la 
forma 

a=„(X)x'-^<,{\-)y'+^{Z)i'+,(T)l' 

(») — {gm + h»){YZyt-hXTxl)—{in-t-fl){ZXix+YTyl) 

—[[t+yn)[XYxy+ZTu)-0 . 

Siniiimcnto la superficie di 4“ classe « essendo tale che il punto p, in- 
tersezione di un suo piano tangente qualunque P con la retta r', appar- 
tiene alla linea a corrispondente al piano P, questo piano toccherà la 
superficie conica ^ corrispondente al punto p. Ora considerando i soli 
piani tangenti di x che passano per un punto fisso p di r', le quantità 
w,y, s,l contenute nell’equazione x=0 saranno evidentemente le co- 
stanti coordinate di p, quindi la superficie conica corrispondente al 
punto p sarà toccata dai piani condotti per p tangenti alla superficie 
ai = 0, di 2° grado in (A’, 1', Z,T), c che per le relazioni tra i coeffi- 
cienti dell’cquazioni (1} prende anche la forma 

(8) ~[Gil^llX){siYZ t xlXT}—(HX+FL){izZX-i-,jtYT) 

— {FL-\-GÌI]{xyXY+ nZT)-0 . 

Le equazioni 

i(i)=0, :(y) = 0, J(:)=-0. i(i)=0. 
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rappresentano rispeltivamcnto sullo facce del tetraedro fondaincntale lo 
linee a corrispondenti a quei piani, e l' equazioni 

■.(JC)=0. ’iV)=0, »(^)=0, »(r) = 0. 

rappresentano rispettivamente intorno ai vortici del tetraedro fondamen- 
tale le superficie coniche ^ corrispondenti a quei punti. 

3. Consideriamo la superficie di 2° ordino 

*.»)<!(, »-»,*)+ C(t.* - J..r)(-r,K -tf,-r) 

+ —<,») t-‘V {zj — =0 ; 

se i punti Pi e p, sono determinati rispetto a due punti fissi p», pi per 
mezzo delle formolo 

P,=»'Px+»'Pa=0. P,=“>x^-l’"Pa=0 . 

si avrà 

(i) = . 

sicché al variare di p. c p. sulla retta p^ p^ lo superficie 2., formeranno 
una serie doppia di i° ordine (S,,)- 

Se i due punti;? op^ coincidono col punto p,=a;i^-t-ép^=0, di- 
verrà la superficie conica corrispondente al punto p,, c sarà 

(3) 

sicché al variare di p, sulla retta p^ p^ lo superficie coniche forme- 
ranno una serie semplice di 2° ordine (2Ì,,). 

Le superficie 2„ della serie o le superficie coniche 2., della 

serie passano tutto per i punti comuni alle tre locali v 

i^xZ=0.‘2:;s=0. 

Se per la retta p^ ps si conduce un piano qualunque P, esso intorse- 
ghorà V _ secondo la linea di 2° ordino, localo di un punto p tale, che lo 
tangenti condotte da esso alla linea di 2* classe a corrispondente al pia- 
no P siano coniugate armoniche rispetto alla coppia di rette (pPj.pp,); 
segue da ciò clic per determinare la superficie della serie doppia (Ji,,), 
che passa per duo punti p' o p', condotti i piani P‘ e P” per p. p^ e p', n 
per px Pi e p’, si tireranno da p’ e p” le coppie di tangenti alle lince a' e 
s" corrispondenti a P' e so queste coppie di tangenti incontrano la 
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rolla nello coppie di punti (pl.f'J)i la coppia coniugala 

armonica rispetto ad esso sarà la coppia (p, , pj) che determina la super- 
ficie cercata ii,,. 

Se i due punti p, e pj sono coniugati armonici rispetto alle coppie dei 
punti d’intersezione di p^ p^ con le linee a' e a' corrispondenti ai piani 
/" e indicando con ir' e «r" i poli della retta p^ p^ rispetto a a' e a', 
saranno (p,ir', p,ir') e [piir", p,r') le intersezioni di con /” e o sia 
saranno p,»") e 'p,ir', p^ir") le coppie di generatrici rettilinee di 
condotte per i punti p, e p^ . 

Il piano /' condotto per la retta p,p^ intersega secondo le due tan- 
genti condotte da p, alla linea a corrispondente a /'j qiiindi’pcr determi- 
nare le due superficie coniche 2., della serie semplice (v ,), che passano 
per un punto p, basta tirare da questo punto le tangenti alla linea a cor- 
rispondente al piano /’ condotto porp^ e p; i punti in cui quelle tan- 
genti incontrano p^p^ saranno i due punti p^ che determinano le due su- 
perficie coniche cercate 

Conducendo per i due punti p, le coppie di tangenti a a, siano p. o p^ 
i jiunli d’incontro di p,pf con lo altro due diagonali del quadrilatero for- 
mato da quelle tangenti, diagonali le quali concorrono nel polo r di p„p^ 
rispetto a a; saranno 'p.ir.p*’) le intersezioni di con P. 

Similmente considerando la superficie di 2* classe 

/-z y)+j{/,x-Jt/)(z,A-A-/)+*(A',y->',xxx,y-v,X) 
r- r.,A>: a; t- r A>m( y, r- t,y){ì\ t- r, y)m(Z, r- r,zxz^ t- t^Z)^ . 

se i piani /’, 0 P, sono determinati rispetto a due piani fissi P,, P* per 
mezzo delle formole 

P,^A P,+ lì'Pt=0 , Pj=A-P,+D"Pf—0 . 

si avrà 

(2) <.., = .4'.4"i„+(A'P'+ BVt')i.j-+-B'B'.jj=0 , 

sicché al variare di P_ e P^ intorno alla retta P, Pj lo superficie a,^ for- 
meranno una serie doppia di i“ classe {a^J. 

Se i due piani P, e P^ coincidono col piano P,=;.'1P,-|-/JP^— 0, a__ di- 
verrà la linea a„ corrispondente al piano P,, e sarà 

(3) it*=/t“i_^^-t-2.1Bi„^-l-ii*j^^=0 , 

sicché al variare di P, intorno alla retta P, l'c le linee a„ furincranno 
una serie semplice di 2“ classe (a„). 
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Lo superficie della serie (o^J, e le linee della serie (Sj,) loccanu 
tulle i piani tangenti comuni ai tre inviluppi a^,=0, a^j=0, a^j=0. 

Se sulla retta si prende un punto qualunque p, i piani tangenti 
condotti per esso a toccheranno la superficie conica di 2* classo invi- 
luppo di un piano P tale che le sue rette d'intersezione con la superficie 
conica di 2“ ordine corrispondente al punto p siano coniugate armoni- 
che rispetto alla coppia di rette {PP,, PP/)', seguo da ciò che per deter- 
minare la superficie a., della serie doppia (a.J che tocca duo piani P',P\ 
determinali i punti d’incontro;/, p“ di P^ P^ e P', c di P^ P^ e P“, si Irac- 
ceranno in P' e P’ le coppie delle rette d’intersezione con le superficie 
coniche e corrispondenti a p' e p"; se queste coppie di rette con la 
retta P^ P^ determinano le coppie di piani (P^, Pj), (P^, PJ), la coppia 
coniugata armonica rispetto ad esse sarà la coppia (P,,P/) che determina 
la superficie cercata 

Se i due piani P, c P, sono coniugati armonici rispetto alle coppie dei 
piani tangenti condotti per P^ Pj alle superficie coniche 2’ e 2" corri- 
spondenti ai punti p' e p', indicando con II' e II’ i piani polari della retta 
rispetto a 2'e i", saranno (/'.H', P^Il') e (P.Il', P II') gl'invi- 
luppi dei piani tangenti di a,, condotti per p' c p’ , o sia saranno 
(P_n', P.n") e (P^n', P^n-) le coppie di generatrici rettilinee di j.j esi- 
stenti nei piani P, e P.. 

L’inviluppo dei piani condotti pel punto p della retta P^P^ tangenti a 
è costituito dalle due rette d'intersezione di P, con la superficie co- 
nica 2 corrispondente a p; quindi per determinare le due linee della 
serio semplice (»„), che toccano un piano P, basta tracciare in questo 
piano le intersezioni con la superficie conica ^ corrispondente al punto 
p d’incontro di P^ Pj e P; i piani condotti per quelle intersezioni e per 
P^ 1'^ saranno i due piani P, che determinano le due linee cercate 
Conduccndo nei due piani /'* le coppie delle rette d'intcrsezioqe con 
siano P_e P^ i piani condotti per P^ P^ o por le altro due diagonali 
del qnadrispigolo formato da quelle intersezioni, diagonali le quali esi- 
stono nel piano polare II di P^ P^ rispetto a saranno (P, II, P, II) gli 
inviluppi dei piani tangenti condotti a <i.. per p. 

L’inviluppo delle superficie coniche e >1 luogo dcllclinee delie 
serie si ottengono esprimendo che i due valori di a :ò e di A : Il 

ricavati dall' equazione (3) siano eguali tra loro; si hanno cosi l’ equa- 
zioni di i° grado 

« = =0 . " =’„’«-(’.})■ = » , 

i 
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ora è chiaro (come si è anche veduto nel numero precedente) che la su- 
pcrOcie è la locale del punto p tale che le due tangenti tirate da esso 
alia linea a corrispondente al piano /* condotto perp^p^ c p siano tra 
loro coincidenti, sicché CI è costituita da tutte le linee a corrispondenti 
ai diversi piani P condotti per p^p^i similmente la supcrn 9 Ìo a è l'in- 
viluppo del piano P tale che le duo retto d'intersezione di esso con la 
superficie conica};; corrispondente al punto p d’incontro di P^P^e /'siano 
tra loro coincidenti, sicché ai è l’inviluppo di tutte le superficie coniche v 
corrispondenti ai diversi punti p di /'^ P^; adunque l'invilii]ipo delle su- 
perficie coniche di 2“ ordine ^ corrispondenti nel sistema di rette (ù ai di- 
versi punti di una retta , è anche il luogo delle linee di 2* classe a corris- 
jiondenti nel sistema di rette 6 ai diversi piani condotti per la stessa retta. 

I.a linea di contatto di Cl con }£., è la curva d’intersezione delle due 
superficie di 2" ordine 

( 4 ) 

cio6di2;^,e}i.,;qucste duesuperflcio hanno lo stesso plano tangente inp,, 
che ò il piano polare della retta p^p^ rispetto alla superficie conica 
poiché la traccia di quel piano tangentii sopra un piano qualunque P con- 
dotto per p, Pj è, per l’una e per l’altra superficie, la retta coniugata 
armonica di p^ p^ rispetto alta coppia delle tangenti condotte da p, alla 
linea a corrispondente a /'; i punti di contallu di queste tangenti con 
3 sono i due rimanenti punti d’intersezione di o }J^ posti in P, sic- 
ché la linea di contatto (4) di H con }}., sarà costituita dai punti di 
contatto delle tangenti condotte da p, alle lince o corrispondenti ai di- 
versi piani /'condotti perp^p^. 

Similmente la sviluppabile tangeote di a lungo o,, è la sviluppabile 
circoscrilta alle due superficie di 2' classe 

cioè a 3^, e a^ -, queste due superficie hanno lo stesso punto di contatto 
con /',, che è il polo della retta P, P^ rispetto alla linea 3„ , poiché la 
congiungcntc di quel punto di contatto con un punto qualun(|ue p di 
I’m l’e è, per 1’ una e per l’altra superficie, la retta coniugata armonica 
di /'. /'« rispetto alla coppia delle rette d'intersezione di /', con la su- 
perficie conica }} corrispondente a p; i piani tangenti lungo queste retto 
d’intersezione a }r sono i due rimanenti piani tangenti comuni dis,, e 
condotti per p, sicché la sviluppabile (4) tangente di a lungo sarà 
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costituita dai piani, tangenti , secondo le rette poste in , alle superficie 
coniche 2 corrispondenti ai diversi punti p di /*. P^. 

Se la retta r' che congiunge i due punti p^,pg,t la stessa retta R' in- 
tersezione dei due piani P^, P^ , ponendo (come nel numero precedente) 

IPy—G'i+L'l _F'i~tl's+m G’x-F’y-^N'l L'x-hM‘y-\-N'z ’ 

X Y ~ Z • ~ f ' 

h'ì—g'Z-\-VT ^ (Z-h'X+m’T _ yX-f Y+n'T _ VX-^m'Y+n'Z 


l’equazione della superficie [XI, ix) prenderà 1' una o l'altra delle se- 
guenti forme 

(HyZ-G-.Y)(ÌlyZ-NzY)^{FzX-nxZ){XzX—LxZ) 

+{GiY—FyX)[LxY-ilyX) 

+ {HxT-iltX){GxT-NlX)+{FyT-XtY)[UyT-Ur) 
+{GzT-UZ ){FzT-illZ) = 0 , 

{hYz —gZy ){mYz-nZy)-h{fZx —kXz ){nZx—lXz ) 

+ {gXy—fYx){lXy —mix) 

+ {kXt —mTx)(gXl —nTx) + {fì't —nTy)(hYt —ITy) 
MyZt-lTz )(fZt —mTz)-0 . 

La retta R'r' ò retta doppia sulla superficie (0,a>). 

à. Il piano polare di r' rispetto a2i, essendo dato dall'equazione 

Gg’{zx—x^i)+JIk'{xj—y^x) 

+ Ll'{xJ-t,x)+ìlm‘(gJ—t y)+Kn'[zJ — r,s) = 0 , 

ed i piani tangenti di 2,-, in p^f^Pi essendo n=0,c IT =0 sarannoquesti 
piani tangenti i piani polari di r' rispetto a 2;^ o 2„- Similmente il polo 
di R' rispetto a essendo dato dall'equaziono 

r;==(F’(Y,Z-Z,Y)->r gG’(Z,X-X,Z)+kH'(X,Y-Y,X) 

+ lL'{XJ—T^X) + mM'{YJ—T^Y)+izN'(ZJ—T,Z)=G . 

ed i punti di contatto di con P^ e P. essendo «'=0, e ir,=0, saranno 
questi punti di contatto i poli di R' rispetto a e 
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Se il punto p, ed il piano P, sono determinali rispetto a due punti 
fissi p, .Pj di r', e rispetto a due piani fissi P,, P^ condotti per fi', dal- 
l’ equazioni 

p, =ap^ , P,=AP.-i-BP8=0 , 

si avrà 

n, = nnj+tnj = 0 , irj=Air^4-Bir^=0 , 

sicché tulli i piani IT. passeranno per una stessa retta lì,, intersezione 
di e n^, e tutl'i punti ir. apparterranno ad una stessa retta r, , con- 
giungento di e ir^. La retta R, o r, 6 la polare comune di r' o di R 
rispetto a tutte le superficie 2./ o delle serie (2,,) c 
Ponendo l’equazioni (1) sotto la forma 

n,={I]k'y,—Gg'z,+Ll't, )z + (Ffz,—nk'x, +Mm't,)y 

Pf»» )» — +Um'y, +N»'z, )f =0 , 

w,={kH'r,-gG’Z,-+lL'T, )X+{fF'Z,-kU'X, +mM'T,)Y 
+ {fi'X,-fF'r,+i>y'T,}Z-{lL'X,+nil'r,+nX'Z,)T=0 , 


si troverà che le coordinate delle rette R, ed r, sono date dalle formolo 


P.=eFf — 41' , 
i.=0ti'— 4f', 
f, =6[F'-ìV, 
l, =ciL’-iF', 


C, zzSGg' — 4m', 
lf,=eJ/iB' — kg' , 
g, =0jC' — JW', 
Bi,=(iMiir — iC' , 


H,=»llk' —ka’ , 
X, = »Sn'-kk' , 

k,=okH'—tS', 

n, =eB.V' — iff' , 


avendo posto per brevità 


a=Fr'+Gg”+Uh'‘+Lr+Mm'‘-¥Nn'‘. 
k-=zFLfl'+CMg'm'+UXh'n', 3 =flF'L'-^gmG'U'+huU'N’ . 


L'cquazioni (2) , per le relazioni tra i coefficienti di © e 9, danno evi- 
dentemente 

£i_ C. _ 

il ~ a, ~ A ~ J, ~ ’ 

sicché le rette fi, ed r, coincidono; adunque l’ inviluppo dei piani polari 
di una reità rispello alle superficie coniche di 2" ordine 2 i eon-ispondenti 
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nel titUma di rette 0 ai diversi punti di ijuella retta, i un'altra retta , la 
i/mk è ancora la locale dei poli della prima retta rispetto alle linee di 3° 
classe a corrispondenti nel sistema di rette 6 ai diversi piani condotti per 
la stessa retta. 

Diremo le rette r' lì' ed lì, r, rotte corrispondenti. Se r' R' appartiene 
al sistema (0,8), essendo allora 0=0, e 8=0, si avrà 


F, _ 



L, 

-*L 

N. 

1 ' — 

m' 

n' 

r 

9' 

k' 

/. 


à, 

i. 

m. 

n. 

t' — 

J/' 

~T’~ 

F’ 

~ G' 

~ W 


e (juindi la retta lì, r, coinciderà con r' R'; in tal caso tutte le superfìcie 
coniche della serio (2.J passano per r', e tutte le linee a„ della se- 
rio (a„) toccano R'. Se poi si ha A=0, o quindi anche 5=0, sarà 

F. 

~Ff 

Finalmente se nello stesso tempo si ha 0=0, e A=0, onde anche 8=0, 
e 5=0, la retta R, r, sarà indeterminata; però ponendo 
c considerando la retta R, r, determinata dalle coordinate 

F, 6, _ H. _ 

Fr—kl'~Gs'—Km'~Hh'--Kn''~ Li'—Kp ~ Nn'—Kk' ’ 

f, g, _ *, i. __ .. «. 

fF’-kL' ~ sG'-kU'~ kH'—kN'^ IV— kF' mM‘—kG' nN'—kH' ' 

si avrà 

F,('+G,g'+H,k'+L,l’+M,m'+N,n'=:0 , 
f,F'+ g,G'+ k,H'+ 1,1’+ tn,U'+n,}ì' = 0 , 

onde lo rette r' R' ed R,r, si appoggeranno tra loro ; il piano P condotto 
per r'R' ed R,r,, ed il punto d’ incontro p di r' lì' ed R, r, sono fissi al 
variare di e A; in tal caso P è piano tangente comune di tutte le su- 
perficie coniche della serio (£„), e p è punto di contatto comune di 


». 

L, 

». 

». 

Hk' ~ 

Li' 

~ Mm' 

1^ 

II 

K 

l. 

ut. 


kW ~ 

IV 

~msr 

“ niV' 
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tulle le linee della serie (a„); la retta r' R' si dirà allora retta prin- 
cipale del sistema (0, 6), e si diranno P o p il piano ed il punto ad essa 
corrupomlenli. 

Se la retta incontra la superficie conica 2,, nei punti ir', irj, 

questi saranno i poli di p, Pj rispetto allo linee oj, o| corrispondenti ai 
piani tangenti condotti per p^p^ a 2,ii 1® rette p,»!, p,%, che sono i 
lati di contatto di 2,, con quei due piani tangenti, sono le tangenti nel 
punto p, alle due linee o| c o] che passano per tal punto. Similmente 
se per la retta ir^ ir^ si conducono alla linea i piani tangenti Il| , fi; , 
questi saranno i piani polari di Pj rispetto alle superficie coniche 2!, 
2' corrispondenti ai punti d’incontro di l'^P^ e <r„; le rette P, n|, Pin,', 
che sono lo tangenti di 3,^ in quei due punti d' incontro , sono i lati di 
contatto del piano P, con le due superficie coniche 2[ c 21 che toccano 
un tal piano. Adunque la superficie 0 costituita da tutte le coppie dei lati 
di contatto dei piani tangenti condotti per una retta alle superficie coniche 
di 2’ ordine 2 1 corrispondenti nel sistema di rette 0 ai diversi punti di 
quella retta , è la stessa che la superficie o costituita da tutte le coppie di 
tangenti nei punti d' incontro con quella retta alle linee di 2" classe a cor- 
risjiondenti nel sistema ili rette 6 ai diversi piani condotti per la stessa retta. 

Per ottenere l’equazione della superficie (0, o) basta eliminare a:b 
0 A : D tra l’equazione 

n, = on,4-4n^=0 , o pure 0 , 

e runa o l'altra dell' equazioni 

si avranno così l’equazìoni di grado 

O=n5i„-ìn.nji,j-Hn;i„=0 , 

(3) 

« = '5 <’«— = 0 . 

Le rette r' R' ed R, r, sono rette doppie sulla superficie (0, o). 

Osservando che le rette di 0 contenute in un piano P condotto per 
P,Pj sono le intersezioni di P con i due piani tangenti II condotti per la 
retta II, li; alla linea a corrispondente a P, so s'indicano con {X,Y',Z,T) 
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le coordinate di P, e con (S,T,Z,T) (lucllc di FI, vale a dire si ponga 
ll'g—G'i+L't F i— W'x-4-W'<_ C'i— F'y+-iV'f _ L'x SI' y-i-S't 

J — y 2 “ f ■ 

Hk'y—Gg't+U't Ffi — Hh'x+ilm't Gg't—Ffy-^-Kn't 
(■») ■ ^ T ■“ Y. 

_ , 

si troverà imincdiatanicntc 

0=f{n-Zl)'-i-g (ZM-X/.)'+k{XT—ìs)’ 
-tl{Xr—T3)'+m(rT—Tt)’+n(ZC—U)'=0 , 

0 sia ritenendo le relazioni (3) del numero 2, 

0=<i(i)s*+v(s)t*+'jWz'-+-o(i)t* 

(5) 

—i{frZTZ+gZX/.a-j-kXYs-t+lXTal+ml TrT+nZTZT)=0 . 

Similmente osservando che le rette di o che passano per un punto p 
ili sono le congiungcnti di p con i due punti » d'intersezione della 
retta con la superficie conica 2 corrispondente ap, se s’indicano 
con (x,y,z,t) le coordinate di p, c con (|,u,C,r) quelle di ir, vale a dire 
si ponga 

hV- gZ+l'T _('Z~k'X^m'T _g'X-pr+n'T _ l'X+m'r+n'Z 
X ~ y ~ i ~ I ' 

,,, hirr-gG'Z+lL'T fF'Z kWX-vmMT gG'X-fF'Y+nXT 
‘ ~ v ■" 5 

IL'X+mil' V+nX'Z 

T * 

si troverà immediatamente 

0 = F(yi-f<)'+ G(il-xÌ)'+H(x>-yi)‘ 

+ L (XT - «)•+ Jf (s,T - » , )‘4- JV(iT -»? )• = 0 , 

Il sia ritenendo le relazioni (3) del numero 2, 

0— z(A)4*-4~z(1)i -i-z(r)T" 

(à) 

— i{Fyi^+Giiii+Hzyi)+Lxti'r+ilgtir+XU^T)xzO . 
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Essendo l' equazioni delle superfìcie 2^ c 

c l'equazione del loro piano tangente comune inp^ essendo 
n,=(in^+tiij=0 . 

l’equazioni di 3° grado 

rappresenteranno rispettivamente Icsupcrfìciedi 3"ordine costituito dalle 
generatrici rettilinee condotte per p, delle diverse superfìcie 2„ o 2;, 
che si ottengono rimanendo fisso il punto o p^, c variando il punto p, 
sulla retta p,Pj. L’analoga superfìcie F, relativa al punto fìsso 

p.=op^+Jf,=0 

sarà data dall’equazione 

(0) r.=«(nji„-n.i,„)+6(ii^z^n.s^j)=0 . 

Le superfìcie F, hanno per retta doppia p,p^i e passano tutte per la 
retta 11^. Le rette di F, condotte per p, appartengono alla superficie 
0, ed infatti eliminando n:b tra 11^=0, e F,=0 si trova 0=0. 
Similmente essendo le equazioni delle superfìcie e 3^, 

c l'equazione del loro punto di contatto comune con P, essendo 
r equazioni di 3“ grado 

v.=«s»„— , •o=’'p’az— ’T..’se=0 , 

rappresenteranno rispettivamente le superfìcie di 3' classe costituite dalle 
generatrici rettilinee situate in P^ delle diverse superficie o che si 
ottengono rimanendo fìsso il piano P, o P^, e variando il piano P, intorno 
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alla reità P^. L'analoga superficie relativa al piano fisso 
P,=.lP.-^BPj=0 . 


sarà data dalTequazione 

Le superfieie hanno per retta doppia P. Pj c passano tulle per la 
retta Le rette di y, situale in P, appartengono alla superficie o, 
ed infatti eliminando A:D tra ir,=0 e y,=0, si trova o=0. 

Osservando che la sezione fatta in Ft da un piano qualunque P 
(^, Y,Z, T] condotto per la retta oltre di questa retta doppia, la po- 
lare di f, rispetto alla linea a corrispondente a P, e che l'inviluppo dei 
piani tangenti condotti a y, da un punto qualunque^ {x,y,s,l) della retta 
P, Pj è, oltre di questa retta doppia, la polare di P, rispetto alla super- 
ficie conica ^ corrispondente ap, si troverà, ritenendo le relazioni (6) 
del numero 2 , 

(7) T^—,{X)x,x-¥-n{Y)y,!i-hi{Z)i^i+o(T)t,l 

— 4(jm+àn)[r2(y,s-(-i,y) +AT(x,/-(-f.z)] 

— J(Ati +/I)[ZX(*,z-t-*,*)-*-r7'(y,<+/,y)] 

— ;(/t+ff'n)[.tr(i.y+y,i)4-Zr(s*«+<,»)] = 0 , 

(7) v.=z(x)A.A4-z(j)r.i’-t-z(.)^,z-M(t)r,r 

— i{GM-hB!f)[yz{l\Z+Z,r)+xt{X,T+T,X)] 

- i (w.v-t- FL ) [tx{z, x+x, z ) + w (f. r-t- T. r) ] 

-{(FL +GÌI) (J. l'-t-K.-V)-)- K (Z, r+ r.Z)] = 0 . 

La superficie (0, o) ò un caso particolare della superficie (0| , o') co- 
stituita dalle rette del sistema (0, d) che si appoggiano a due rette r' R', 
n,r, arbitrarie , vale a dire senza essere corrispondenti , come accade per 
la superficie (0, o). Essendo le rette di 0, esistenti io un piano qualun- 
que P' o P, condotto per o il, le intersezioni di quel piano con i piani 
tangenti condotti per il, o R' alle linee a' o o, corrispondenti a P' o P„ 
e similmente essendo le rette di o\ condotte per un punto qualunque p' 
0 p, di r' 0 r, le congiungenti di quel punto con i punti d’intersezione di 

s 
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r, 0 r' con le superficie coniche 2' o 2i corrispondenti a p' o p. , se si 
pone 


ll'y—Gs+l/l F'ì-H'x-hilt 

C'*— F'y-l-A"l 

L'x+Uy-^Xz 

X' Y' 


V 

//.V-C.s-t-i.l F,i-»,x+Mj 

G,*— f’,ji4 JV.l 

F,x+U,!I ~X,z 

-^x. r. 

2. 

T. 

puro 



AT— _ /'Z-A'.Y-f mT _ 

g'X-rr^n'T _ 

l'X-hvt'Y-i-n'Z 

x' “ y' ~ 

s' 

? 

h,y — 

S,X-f,Y+n.T^ 

J -f- >1,2 

y. 


«. 


si troverà 

o;= f(rz,-zr,)'+ s{Z’X,-x'Z ,)'■+■ *(A"y,— rA.)* 
i{X'T,— rx,)’+m{Y’T,— rYf^ «(Z'r.-r^,)*=o , 

(g) 

«! = f (»'». — )'-t- —x'z, )’+W(x'j(, — s'*, )* 

— I I, — l'j, )*+A'(i'l, — l'i, )*=0 . 

Le rette del sistema (0, 6] che si appoggiano alle tre rotte arbitrarie 
r'ii', r, It,, rii sono le quattro generatrici dell’ iperboloide determinato 
da queste tre rette, lo quali, appoggiandosi ad r' li' , r,lì,, sono condotte 
per ì punti d’incontro di r con 0', o puro nei piani tangenti tirati per 
fi ad o;. 

5. La coppia /',_ dei piani tangenti condotti per la retta p^ p^ alla su- 
perficie 2,, essendo rappresentata daH’equasione 

(1) />,,=ei,_n.n^=0 . 

se i punti p, e p^ sono dati dalle formolc 

r,=<‘'P.-*-<>’Pf=0 , p,=o>„+l'>; = 0 , 

si avrà 

(i) /*„ = a ni) + (n'4"H- n^n .) ■+- 6’r nS) = 0 , 

sicché le coppie di piani, al variare dip, e p, sulla retta p^p^ forme- 
ranno una lerie doppia di i" ordine (P,,). 

Se i punti p, op, coincidono col punto p,=ap^-t-4p^=:0, si avrà per 
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ia coppia dei piani langenli condotti per alla superficie conica 
ì;,, l’equaitionc 

P„=HS,,_ii;=0, 

o sia 

(3) = ii;) + 2a6(e£.j— n^n^)4.i’(ei^^_n;) = o , 

sicché te coppie />„ di piani , al variare dl/i, sulla rctU p^p^ formeranno 
una serie semplice di 2* ordine {/’„). 

Una coppia arbitraria di piani {P' P") condotti per rappresenta 
una delle coppie P,. di piani della serie (P„); se (p'.,p'i) e {pi, pi) sono 
le coppie dei punti d'incontro di p^p^ con le lineo o' e o' corrispondenti 
ai piani P' e P", la coppia di punti {p.,p,) coniugala armonica rispetto 
alle due coppie (p',,p\), {p’^,p’-) sarà quella che determina la superficie 
corrispondente a P,;. 

Se un piano arbitrario P condotto perp^p^ appartiene alla coppia 
di piani della serie (P„), il punto p,che determina la superficie conica ^ , 
corrispondente a P„ sarà uno qualunque dei due punti d’incontro di p^p^ 
con la linea a corrispondente al piano P. 

Seguo da ciò che esprimendo la condizione airmeliè i duo valori di «: /> 
tratti dall'equazione (3J siano eguali tra loro si avranno i piani P con- 
dotti perp^Pj, per ciascuno dei quali i due punti d’incontro della linea 
corrispondente <s con p^p^ sono tra loro coincidenti. Ora quella condi- 
zione è espressa dall’equazione 

-(«:.5-n.n/ =0 , 

la quale è soddisfatta identicamente allorché 0=0, o sia allorché la 
retta p^p^ appartiene al sistema (0); io lai caso evidentemente lo lince 
o corrispondenti ai diversi piani condotti perp^p^ toccano questa retta. 
Prescindendo per ora da questo caso particolare, l’equazione precedente 
divisa per 0 diverrà 

( 4 ) . 

quest’equazione dì 4’ grado rappresenterà quindi quattro piani P con- 
dotti per p^ p^, per ciascuno dei quali la linea corrispondente a di 2* 
classe si riduce a due punti , ovvero come locale a due rette coincidenti. 

Similmente la coppia p,^ dei punti d'incontro della retta con la 
superficie a., essendo rappresentata dall’equazione 
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se i piani P, e sono dati dalle formolo 

P,=A'P,+ B P^=0 , P=A’P,+B-Pt=0, 

si avrà 

sicché le coppie p^. di punii al variare di P^e P. intorno alla retta P^Pf 
formeranno una terie doppia di 1" claste (p.^)- 
Se i piani P^ e P, coincidono col piano P,=AP,-i-BP^=0 , si avrà 
per la coppia dei punti d' incontro di P^ P^ con la linea 1* equazione 

o sia 

(3) PH = d’(0»„— + + lt;) = 0 . 

sicché lo coppie di punti al variare di P, intorno alla retta P^ P^ for- 
meranno una terie templice di 2“ claste (p„). 

Una coppia arbitraria di punti (p', p") di P^ P^ rappresenta una delle 
coppie p.. di punti della serio (p,J ; se (P^, P^) e [P^, Pj) sono le cop- 
pie dei piani tangenti condotti por P^ P^ alle superQcic coniche e 2^' 
corrispondenti ai punti p’ e p", la coppia di piani (P^, PJ coniugata ar- 
monica rispetto alle due coppie (PI , Pi), {l‘l , PI) sarà quella che deter- 
mina la superfìcie a,, corrispondente a p,.. 

Se un punto arbitrario p dì P^ P^ appartiene alla coppia p„ di punti 
della serie (p„), il piano P, che determina la linea corrispondente a 
p„ sarà uno qualunque dei due piani tangenti condotti per P, P, alla 
superficie conica £ corrispondente al punto p. 

Segue da ci6 che esprimendo la condizione affinchè i due valori di /I : P 
tratti dall’equazione (3) siano eguali tra loro sì avranno i punti p di 
P. P»i par ciascuno dei quali i due piani tangenti alla superficie conica 
corrispondente £ condotti per P^ P^ sono tra loro coincidenti. Ora quella 
condizione è espressa dall’equazione 

la quale è soddisfatta identicamente allorché d=0, o sia allorché la retta 
P„ Pf appartiene al sistema (6); in tal caso evidentemente le superficie 
coniche v corrispondenti ai diversi punti di P, P, passano per questa 
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r6tu. Prcscimicndo per ora da questo caso particolare, l’equazione pre- 
cedente divisa per d diverrà 

quest’equazione di 4° grado rappresenterà quindi quattro punti p di P,P^, 
per ciascuno dei quali la superficie conica corrispondente v di 2* ordine 
si riduco a due piani , ovvero come inviluppo a due rette coincidenti. 

Osservando che il piano P {X, Y, Z, T) condotto perp^p^ è tangente 
di allorchò i punti p , p. sono coniugati armonici rispetto alla linea 
a corrispondente a P, e che il punto p {x ,y, s, t) Ai P^ P^ appartiene a 
a^. allorché i piani P., P. sono coniugali armonici rispetto alla superfì- 
cie conica 2 corrispondente a p, si troverà 

—lign+lm ) -f- AT (x,( x^)] 

—\[hH+fi )[ZÀ'(s,x^-l-Xji^)-<- ITfsr.ly-Hjyj)] 

— Ufl+ S"} [AT {x,y,+V,*,) + ZT {*,(, -H,»,) ] =0 . 

(5) p,, = I(x).V,X,-H I(y) y, Y,-t.z{z)Z,Z,+ l(t) T. T, 

— z.r^)-+-x((A'r,-t-r,A;)] 
-UUX+FL)[zx(Z,X.+X,Z,) + ytir,T,+TJ,)] 

— i {FL ■+GM)[xy(X^ I', + ì\X) + zl {Z,T,+ ] =0 . 

Similmente osservando che il piano P è tangente di 2» allorché il 
punto p^ appartiene a o, e che il punto p appartiene a a,, allorché il piano 
P^ é tangente alta superGcie conica 2i >> avrà 

— {gm+hn){ì'Zti,z,+XTxJ,)—{hit+fI){ZXttXt+ì'TyJJ 

— (/7-l-jm)(,V}x,y,-hZri,<,) = 0 , 

P,>=-Hx)X]+i{y)Yl+Hz)Z]+HI)r, 

— ifiM+HN){yzY,Z,+xa,T,)-{HX+FLYzxZJ,+ytYJ,) 
-(Ft-t-GJIf)(xy.Y,y,-(-j/Z.T,)=0 . 


Prendendo per 41 ed « le espressioni (7) del numero 2, per 0 ed o 
le espressioni (5) del numero 4 , col supporre inoltre i rapporti eguali 
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espressi dalle seconde equazioni dei sistemi (4) dello stesso numero es- 
sere quelli che passano tra le coordinate 

{r,s',h',l\m’,n') ed [F, G', H’, L\ M', N'} 
della retta r' fi' si troverà 

(■) (P) = 0 — 6n = 0 , {p) = o — e“ = 0. 

(i. Essendo 

p=ap,+l>P}=0 , P = AP,-^lSP^ — 0 , 
n = an,-+-tnj = 0 , r =/tr,-^.B-^ =0 , 

la superficie (0,o) riferita al tetraedro che ha pervertici ’r^). 

c per facce {P^, P^, , 11^) sarà rappresentata da un’ equazione della 

forma 

{x,A'+'ìr.,AB + ?^D’ìn’-i-ì{u,.i'+ìr.,AB+^,IÌ',al 

-h(<^,A'+ÌT.,AB-h?,B'jb'=0 . 

(t) 

2 agfli «,i')*l*-T-2(r,a*-^-2 fl.aà -4- l*] AB 
-1-(3,o*+2p,o4.+-?.i’jB’=0 . 

in cui i moltiplicatori di a‘, ab, b' eguagliati a zero rappresentano le cop- 
pie dei piani tangenti condotti per p^Pg a 2;^^, ed i moltipli- 

catori di ^t', AB, D' eguagliati a zero rappresentano le coppie dei punti 
d’intersezione di P^ P^ con a^, per un dato valore di a:à, o 

sia per una data posizione di p, I’ equazione (1) determinerà la coppia 
dei piani tangenti condotti per p^p^ alla superficie conica corrispon- 
dente a p, e le loro intersezioni con II saranno i lati di in quei piani 
tangenti, o sia saranno le rette della superficie 0 condotte perp; simil- 
mente per un dato valore di d ; B, o sia jicr una data posizione di P, l’e- 
quazione (1) determinerà la coppia dei punti d’intersezione di P^ P^ con la 
linea o corrispondente a P, c le loro congiungenti con ir saranno le tan- 
genti di o in quei punti, o sia saranno le rette della superficie o poste inP. 

Per una conveniente scelta dei puntip^,p^e dei piani P,, Pj l’equa- 
zione 1) si potrà supporre della forma più semplice 

(«,d*-*-,3,B’;a’-<-4t,4B<i4-(-(i,.-l'-!-3,B’)4* =0 , 

(i) 

(».«’ + o,b ’) .t V i t. ot.lB + (S,a’ -t- ,3,6* ) B' = 0 . 
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Si ponga 

r,;=(»*H-»*-t-jf»vco9^ , ;5,5t, = 4v*, 

onde f*y=nm=il/iV; il gruppo (P) di quattro piani, ed il gruppo {p] di 
quattro punti saranno determinati dall’ equazioni 


onde 




2«n eo8^.4'B*+»’B‘=0 , 
(p) = J/V— 2WA'cos ;«V +iVV=0 , 

T = -\/'¥' 


I*cr ciascuno dei piani P del gruppo {P] la linea corrispondente a di 
2* classe si riduce a due punti; la retta che li congiunge si appoggia alla 
retta n*, e determina con essa un piano IT, si avrà quindi un gruppo 
(II) di quattro piani II, corrispondenti ai quattro piani P del gruppo (/']; 
similmente per ciascuno dei punti p del gruppo (p) la superfìcie conica 
corrispondente 2 di 2“ ordine si riduco a due piani; la loro retta d’in- 
tersezione si appoggia alla rotta IT^rij, e determina con essa un punto 
X, si avrà quindi un gruppo (x) di quattro punti x, corrispondenti ai 
quattro punti p del gruppo (p). I gruppi (II) e (x) saranno dati dall’e- 
quazioni 


(n)=JiN;a‘— 2MJV[(c*H-*’)eosl.-t-2a.]«’4* +N'rib‘ =0 . 

iiv=4 


onde 


(*) 


4' 


T= * -.r ’ ■ 


e dovranno cambiarsi i segni allo stesso modo nei duo sistemi di equa- 
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lioni (3) 0 (4) per avere i piani corrispondenti dei gruppi (P) e (FI), ed 
i punti corrispondenti dei gruppi (p) e (ir). 

I punti fondamentali ed i piani fondamentali , Pj per i quali 
l'equazione (1) prende la forma più semplice (2) sono tali die (p.ip^) è 
coppia coniugata armonica rispetto alle coppie dei punti d'intersezione 
dip^Pj con le lince a corrispondenti ai piani P^, P^, e nello stesso tempo 
[P^i Pf) ù coppia coniugata armonica rispetto allo coppie dei piani tan- 
genti condotti per P^ Pj alle superficie coniclie 2 corrispondenti ai punti 
7V ** (^) ^ costituito da due coppie di piani coniugate armo- 

niche rispetto a (P^, P^) , ed il gruppo {p) è costituito da duo coppio di 
punti coniugato armoniche rispetto a del pari il gruppo (IT) è 

formato da due coppie di piani coniugate armoniche rispetto a (IT^, 11^), 
ed il gruppo («) è formato da due coppie di punti coniugale armoniche 
rispetto a (ir^, ir^). 

Allorchò n—v, 0 pure — v, il gruppo (II) si riduce a due coppie 
coincidenti di piani , ed il gruppo (t) a duo coppie coincidenti di punti 
se quei piani si prendono per n^,, II;, e quei punti per ir^, X;, l’ equa- 
zioni (1) prenderanno la forma 

(5) («.4’+p.B’)aV(«.AV?.B')*’=0, . 

Se poi 4’=0> o pure 4=I80°, onde »i,=Mri->'i o pure «,=(* — », 
ciascuno dei gruppi (P) e (II) si riduce a due coppie coincidenti di pia- 
ni, 0 ciascuno dei gruppi (p) c (x) a due coppio coincidenti di punti; 
inoltre in tali casi passano rispottivamento i due piani P per i due punti 
X, ed i due piani II per i due punti p ; se quei due piani P si prendono 
per P^, P(, c quei due punti p per p„, P; . e quindi i due piani II per 
n.i n^i od i due punti x perx^, x^, l’equazione (1) prenderà una dello 
due forme 

(6) », A V+ ir.,AD<ib -h pfi'h ' = 0 , |5,B’«*-I- 4e.AB(ii -I- »,A’Ò' = 0 . 

Finalmente so ncH’equazionc (2) si suppone una delle quantità a,, |9, , 
«Il /*» eguale a zero, coincideranno due dei piani del gruppo (P) con P^ 
o P;, i due piani corrispondenti del gruppo (II) con II, o IT^, due dei 
punti del gruppo (p) con p, op^, c i due punti corrispondenli del gruppo 
(x) con x^ o Ty 

Indichiamo con (o', a,) , [b',b,) , (c', c,) , {d',d,} lo coppie di punti 
(p'iPiì eui si riducono le lince u corrispondenti ai piani del gruppo (P), e 
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con (A', A,), (C',C,), {D\D,) le coppie di piani {P',P,) cui 

si riducono le superfìcie coniche ^ corrispondenti ai punti del gruppo 
{p). Se sulla retta PII che congiunge i punti p'p, si prende un punto 
arbitrario i suoi piani polari rispetto a tutte le superficie della 
serie doppia (^„)i e rispetto a tutte le superficie coniche ^ , della se- 
rie semplice passeranno tutti per uno stesso punto x, della me- 
desima retta PII; la coppia {p',p,) à coniugata armonica rispetto alla 
coppia («', X,}, cd in particolare rispetto alla coppia dei punti d'incontro 
di pn con le rette corrispondenti B' cd r,. Similmente se per la retta 
px intersezione dei due piani P', P, si conduce un piano arbitrario II', 
i suoi poli rispetto a tutte le superficie della serie doppia (o^ j, e ri- 
spetto a tutte lo linee della serie semplice (a,,) si troveranno in uno 
stesso piano II, che passa per la medesima retta px; la coppia (P', P,) 
£ coniugata armonica rispetto alla coppia (II', II,), cd in particolare ri- 
spetto alla coppia dei piani condotti pur px o per le rette corrispondenti 
r' ed fi,. 

Le quattro coppie di punti [p', p,) sono i punti comuni a tutte lo su- 
perficie 2 _ di (V ), e a tutte le superficie coniche di (2«)> come le 
quattro coppie di piani (P', P,) sono i piani tangenti comuni a tutte le 
superfìcie a,, di {a,J, e a tutte le linee a„ di (a,,). 1 punti (p'. p,) cd i 
piani (P', P.) sono i vertici c lo facce di due tetraedri [q', Q'), {q,, y,) , 
nello stesso tempo inscritti e circonscritti l’uno all'altro, vale a dire nei 
piani 

(A-, A.): (C'.C,); (D’,D,) 

si troveranno rispettivamente i gruppi di quattro punti 

o'6,c,d,) ; (4,c'd’o', 4'c,rf,a,) ; 

(e,d'a'b', e'</,o,4,) ; (d,«'4'e', d'a,4,c,) , 

e per i punti 

(a', a.): (4',4J; (c'. £,) ; (d'.d,) 

passeranno rispettivamente i gruppi di quattro piani 

(A.B'C'P', A'B,C.D,) : (B,C'fl'A', B'C,O.AJ ; 

(C,»'A'B-, Cfl.A.B,) ; (D,A'B'C, D'A.Bfi,). 

Se si prende uno dei due tetraedri (j', Q'), (y, , Q.) per tetraedro fon- 

4 
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damentale , i vertici e le facce dell'altro tetraedro si otterranno rispet- 
tivamente per mezzo di equazioni della forma 


(D 


KY-^gZ+lT =0. 
[Z —kX + mT=0 . 
gX-fY -t-nT=0, 
I.Y4-™Y-t-n2=0, 


Hg — Gì -trU =0 , 
Fi—Hx+Ut=0, 
Gz — Fg+St =0 , 
Lz+Vg + Nì~0 I 


nello quali tra i coefficienti si hanno lo relazioni 


L-^-JL 

I m ~~ n ~ f g k 

Indicando con ( u ' :»':«)') ed ( h .: v .: k >,) i due valori di { u ;»: tc ) tratti 
dall’ equazioni 


(8) ^Ziu"-4-CJfif*-+-£fiYiv*=0 j FLu‘i-Gifv-t-HXu/:=0 , 


e con (il': ed (17,; V,: W,) i due valori di {U: V: \V) tratti dall’e- 

quazioni 


(8) ftU'+gmV+knVr=0 , flU+gmV+kzW=0 . 


i due gruppi di quattro piani corrispondenti , che passano per le rette 
corrispondenti /!', r, e per le quattro rette p' p,, saranno 


Hw'g—Gv'i +Lu'l =0 , 

Fn'ì — Hw'x+Mv't =0 . 
(9) 

Cti'i —Fu’g -\-Nw't =0 , 
Lu'x -|-AriD’s=0 , 


Hw,g—Gv,t -hLu,t =0 , 
Fu^i—Hw^x+Uv.t =0 . 
C«,i — Fu^g +Sio,t =0 , 
Lu,x+Hv,g +Nw^z=0 , 


ed i due gruppi di quattro punti corrispondenti, intersezioni delle rotte 
corrispondenti r', i?, con le quattro rette P' P, saranno 


kWY-gY'Z +IU'T =0 . 
fU'Z -kW'X+mV’T =0 , 
gV'X —fU'Y -t-ntVT==0, 
W‘X -HBV'y-4-ntVY=0 . 


AW.r-sv.z -hiuj =0 , 

fO,Z —kW,X-hmV,T =0 , 
^ —fU.r -i-nWJ=0 . 
IU,X +mV,r -i-n\\\Z-0 . 
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Allorchè si ha 

Fi+Cif4-J7iV=0 , 0 quindi fl+gm+kn=:Q , 

i valori (u:tr;io) ed {U:V:W) traiti dall’ equazioni (8) sono eguali 
tra loro , e sarà 


«=e=w, 17=V=VV; 


in tal caso le due rette corrispondenti fì' r', r, lì, coincideranno in una 
sola retta R r appartenente al sistema (O, 9); i vertici e le facce del 
tetraedro corrispondente al tetraedro fondamentale si ridurranno ai 
quattro punti d’intersezione (7) della retta r con i piani fondamentali, 
ed ai quattro piani ( 7 ) condotti per la retta 71 e per i punti fondamentali. 

Finalmente se le quantità (F, G, H, L, M, N) sono eguali a zero, ad 
eccezione di una di esse , per esempio H, e per conseguenza le quantità 
{fi 3i nt, n) sono anche eguali a zero, ad eccezione di n, supponendo 


F M « I I» V 

"c" r~T’ T T~~ì 

r equazioni (7) daranno 


T=0, 

*= 0 , 




Z=0, 

»= 0 : 


io tal caso la retta (T=0, Z=Q), o sia (as=0, y=0) è retta principale 
del sistema (0,6), e ne saranno p e P il punto cd il piano corrispon* 
denti. 

7. I quattro punti p di una retta r', per ciascuno dei quali la superfìcie 
conica corrispondente di 2° ordine ^ si riduco a due piani, sono le in- 
tersezioni dì r' con una superfìcie di 4° ordine locale dei punti p, 
come i quattro piani P condotti per una retta R', per ciascuno dei quali 
la linea corrispondente di 2* classe a sì riduce a duo punti, sono i piani 
tangenti condotti per R' ad una superfìcie di 4* classe f, inviluppo dei 
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piani P. Per ottenere I* equazioni di $ e ^ , ponendo come nel numero 2 


lly'-hGi' +U' =i{Xj, 

Gx'+Fy' + St' -1{Z) . 
Lx'-i-My'+Si'=zZ{T) , 


hV'+gZ'+ir =»(x), 
fZ‘ + hX‘ +mT'=t,{y) , 

yX'+fr H-nr =a(i) , 
LV + mY'+nZ' =■>{!) . 


basterà osservare che i valori di (x. ij. s. 1) c di (.V. Y. X. T), i quali in 
generale annullano identicamente i discriminanti dell’ equazioni di ^ c 
di 3 , cioè i determinanti 


(J) 


— S(.T), Hty , Gxz, Lit 
Hyx . -I(r) , Fyz , ilyt 
Gzx, Fzy, — ^Z), Nzt 
Ltx , Mly , Ktz , —z{Tj 


—>{x), *.\T. gXZ, IXr 
M A', —o(y), (YZ. mlT 
gZX, pZ. — »(s), nZT 
ITX. mTY, iiTZ. —<.((} 


per i punti p di o per i piani tangenti P di 9 dovranno annullare i de- 
terminanti minori di terzo ordine dei suddetti determinanti; si avrà cosi 

*=GHLx'+HFIty'+ TCAV-t- LMXt' 

-t- {GM-hUX){Fy’z'+Lx't’)+[UX+FL){Gz'x'+My't') 
-t-(Fb+CM)(Hiy+iYiV) = 0 , 
f=ghlX'+ hfmY'+ fg«Z^-t- ImnT' 
-i-(gm-hkn)(frZ'+IX'r)-h(hn-l-fl}(gZ'X‘-i-mY'r) 
+(/ 7 +jm)(*rr+nrr')=o . 

I punti di $ ed i piani tangenti di ^ si diranno punti c piani principali. 

I punii p poi per i quali la superfìcie conica corrispondente si ri- 
duce a due piani coincidenti, ed i piani Pper i quali la linea corrispon- 
dente 0 si riduce a due punti coincidenti , dovranno annullare con lo 
loro coordinale i determinanti minori di secondo ordine dei determi- 
nanti (2); quindi, ponendo come nel numero 2 


Fily'+FXz' + sm'=i{x) . 
GXz'+GLx' -t-XU' =l(y) , 
IILx’+ HMy'^ LUt' =i(») , 
GHx'+HFy'+FGz' z=z(t) , 


fmY‘+fttZ' -4-mnr*=j(A') , 
giìZ'+glX’ -*-nir=,{Y) , 
AIA" +kmY‘+lmT'=,{Z) , 
ghr + l,pr+fgZ‘=o(T). 
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li 

o 

z(x) = 0 , 

X=:0 

II 

o 

H 

II 

o 

II 

O 

o 

11 

1(5) =0. 

o 

11 

(0=0, 

O 

II 

M 

o 

II 


S(-V)=0. 

o 

II 

e 

A=0 

Hì')=o. 

O 

II 

II 

o 

z(Z)= 0 . 

a(Z) =0 . 

z=o 

HT)=0. 

o 

II 

o 

O 

11 


Per ciascun punto p, o per ciascun piano P, dei quattro gruppi di 
quattro punti o di quattro piani rappresentali dall’ equazioni (5), i piani 
o i punti coincidenti cui si riducono 2., e saranno dati dall’ equazioni 


Fàly, s -I- FXi, i -I- JfiVt, t = 0 , 
Gi\\z +CLx,x +NU,t ^0 , 
HLx,z+HMy,y+LUl,t =0 , 
GHx,x+HFy,y+FGiti = 0 , 


fnY,y+fnZ,Z +mnT^ T=l) , 
jnZ, Z + j/.V. A" -I- ni r, r = 0 , 
klX_X +hmr,Y+lmT^T = 0 , 
gkX,X+hfyj +fgZ,Z =0. 


I punti ed i piani determinati dall’ equazioni (5) si diranno punti e 
piani tingolari. 

Ponendo 


GM-m=zV, m-FL-Y, FL^Gil=\V, 
gm — hn =i( , hn — fi =v , fi — gtn^w , 

*{x)=GHLx'+{FL+Gàl)Hy'+{FL+lìN)Gi'+{GM^Hlf)U\ 

♦ (y) = (GJU+Fl) ffx’-h HFUy‘+ (GM+HX) Fz'-h (IIX+FL) Mi ' , 

♦ (») ={HX+FL)ax'+{HX+GM)Fy'+FGXi‘ + (FL+Gil)Xl ' . 
♦(I) ={GM+HX)Lz‘-h{HX-hFL)My'+{FL+GM)Xz’+LilXF , 

f (A) = ghlX' +{ft+gm)kr+ {fl+kn)gZ‘+ (gm-hkn)lT‘ . 
T{^)~{gfJi‘l-fl)kX*~}~kfiHY^ ~i~(gn-i-kn)fZ*-i-(kn , 

f{Z) = {kn + fl)gX' + {kn+gm)fr‘+fgnZ‘+{fl-\-gm)»T’, 
y{T)=:{gm+kfi}lX'+{kn+ft)m¥’+{fl+gm)nZ'+tmiiT‘ , 
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aU’equazioni di $ e di 9 potranno darai le forme seguenti 


0 . , y’ , »• , »• 


0 , X' , r , z* , ri 

I*, 0 , K\V, MY, FU 


.Y*, 0 , flKI , «V , fu 

y*. A'IV, 0 . LU, GY 

= 0 , 

r, nw , 0 , tu , J» ! 

MY , LU , O.BW 


Z*, nv , lu , 0 . àw 

l\ FU , GY , H\V, 0 


r, fu , yv , Aur , 0 

x'*{x)+i{X)l{x)=0 . 

rr(.Y)-h»(x).(.Y)=0 . 

y-*(y)+i(J1i(y)=0 . 

rf(in-<.(»)»(r)=o. 

2 **(s) + z(Z)z(»)=0, 

Z*f(Z)+»(z)-.(Z)=0, 

<’»(()+-i(r)i(l)= 0 . 

rg{T)+,{t) ,{T)=0 . 


-cvii'sV ^Limviy-HWGVy'z' ) . 

+H'tV*x‘+l/*r(‘ -HWMVxY-MYFLVì' —FUHW-.'x') . 

♦•(s)={GTi‘ -t-f'GV +iVMV*l‘— Fl'.VH'yY— JVWCVlV— CVFGiV ) . 

*\l) = lL’i’’x' +M’ry‘ +A->ri‘— «VA tVy’i’-JVtViUiV— Ll/JtfVi’y* ) . 

( 9 ) 

y*(X)=(ikvy‘+jVz‘+i*«T‘-jii/i.rr — luAn-rr-su'jtrz*) , 
y’(l-) = (/*«’2‘ +h’u\V+m'o'r-kwm»X‘r-mvfurZ‘-fuhmZ'X‘) . 
y’(Z)=(gVX' +^«*r‘+«vr‘— fuiu^rr — »u'j»r,r-jr^ux'}' ) , 
y’(r) = ((V.V’ +m’rT+»VZ‘— nwBurrz*— nipJur.V— lBmv.ro • 

Osservando che, per le relazioni tra i eoefficienti di 0 e 9, l'equazioni 
( 1 ) e (4) inversamente considerate rappresentano in ciascuna faccia del 
tetraedro fondamentale Q le stesse coppie di linee di 2* classe , e di 2° 
ordine , ed intorno a ciascun vertice del tetraedro fondamentale q le 
stesse coppie di superfìcie coniche di 2 * ordine, e di 2 * classe, si vedrà 
facilmente, per l’equazioni ( 8 ), che <t= 0 , e 9=0 rappresentano una 
stessa superfìcie (^, ^] di 4° ordine c di 4* classe. Questa superfìcie 
ha 16 punti singolari, e 16 piani tangenti singolari; i punti singolari 
sono i punti (5) comuni alle coppie di lince di 2° ordine secondo le quali 
i piani fondamentali segano 4>, ed i piani tangenti singolari sono i piani 
(5) tangenti comuni alle coppie di superfìcie coniche di 2* classe che 
avendo per vertici i punti fondamentali toccano 9 . La superfìcie (4*, 9 }, 
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cho è la trasformata omografica di quella delle onde, fu detta da Caylby 
Utraedroide (*). Adunque la superficie locale del punto p, pel quaU la su- 
perficie conica di 2° ordine corrispondenle 2 nel sistema di rette 0 si riduce 
a dite ptam, i un Utraedroide, il quale i nello stesso tempo P inviluppo del 
piamP, pel quale la linea di 2 * classe corrispondente a nel sistema di rette 
6 si riduce a due punti. 

I punti sinplari ed i piani tangenti singolari della superfìcie (*, 
per ciascun piano c per ciascun punto fondamentale, essendo dati, quat- 
tro a quattro, rispettivamente dall' equazioni 


Y* 

»■ 

r 

r _ 

Z' 

r 

N\V~ 


~ FU ’ 

mo ~ 

mv 


i* 

X* 

«• 

Z' 

X* 

j,. 

LU — 

fvW 

~ GY ’ 

fu ~ 

nw 

s« ' 

X* 

»• 

<• 

A* _ 

r 

v 

àlY ~ 

LU 

~aw ' 

m* 

~ar~ 

~lm ’ 

I* 

FO ~ 

y* 

GY 

_ »• 

~ HW ' 

A* 

fa ~ 

r 

s» 

ir 

Imi ' 


essi saranno rappresentati, su quel piano o intorno a quel punto fonda- 
mentale, dall’ equazioni 

±Kl/TÌw’±Z|/j 8 ”±ri//jr =0 ; ±y\/UW±il^GV ±t l^UT =-0 , 

^^^^Zì/fù'±Xl/^±Tì/mà=Oi ±il/FÙ'±*l/^±<t/FV=0, 

±jri/j5”±Ki/7ir±rt/fw=o : ±*i/cK ±y ypu ±t t/jvvv=o, 

±xi/^±r}/^±zi/^=o ; ±ii/iir±Yi/Sv±ii/jòt'=o. 

Le norme dell equazioni (11) sono ì secondi membri dell'equazioni (9); 
si fa quindi manifesto cho per ciascuno dei piani tangenti singolari di 
(^i iuvece di un sol punto di contatto con la superfìcie, se nc hanno 
infiniti costituenti una linea di 2 " ordine s, intersezione di quel piano 
tangente singolare con una delle superfìcie di 2“ ordine 

(«) ♦(*)=0, *(y)=0, ♦(*)=0, ♦(0=0! 

e per ciascuno dei punti singolari di ($, 9 ), invece di un sol piano tan- 

O Caiui , iOT II iurtue do ondei •, Licaiiile , Joarctl eie. Tome XI, pi(. S9)-tes. 
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gente della superfìcie, se ne hanno infiniti che inviluppano una superfì- 
cie conica di 2* classe 5, la quale avendo per vertice quel punto singo- 
lare 6 circoscritta ad una delle superfìcie di 2 * classe 

(li) f(^=0, f(n=0. f{Z)=0. ?{T)=0. 

L' equazioni (10) c (11) rendono manifesto che i dodici punti singolari 
esistenti in tre facce del tetraedro fondamentale Q (quattro su ciascuna 
faccia) sono sei a sei (due su ciascuna faccia) su i quattro piani tan- 
genti singolari che passano pel punto comune a quelle tre facce; ed i 
dodici piani tangenti singolari che passano per tre vertici del tetraedro 
fondamentale q (quattro per ciascun vertice) passano sci a sei (due per 
ciascun vertice) per i quattro punti singolari esistenti nel piano di quei 
tre vertici; sicché ciascuna delle linee di 2 ° ordine t contiene sei punti 
singolari, c ad ognuna delle superfìcie coniche di 2* classe S sono tan- 
genti sci piani tangenti singolari. I sedici punti singolari , ed i sedici 
piani tangenti singolari sono i vertici c le facce di quattro tetraedri, cia- 
scuno dei quali è nello stesso tempo inscritto c circoscritto al tetraedro 
fondamentale (Q, y). 

L’ equazioni ( 8 ) dimostrano che le superfìcie di 2’ ordine (12) passano 
rispettivamente per le curvo d’intersezione di <t> con lo coppie di super- 
fìcie coniche di 2 “ ordine (I) o (d), e che alle superficie di 2 ‘ classe ( 12 ) 
sono circoscritte rispettivamente le sviluppabili tangenti a 9 ed alle cop- 
pie di linee di 2‘ classe (1) 0 (4). Le intersezioni delle superfìcie 
4>(y)=0, 4>(s)=0, 4>(<)=0, con i corrispondenti piani fondamentali 
,T=0, y=0, *=0, 1=0, sono le linee di 2“ ordine per ciascun punto 
delle quali le coppie di tangenti condotte alle due linee di 2 * classe ( 1 ) 
o (4) esistenti in quel piano fondamentale sono in rapporto armonico ; 
similmente lo superfìcie coniche circoscritte alle superfìcie ?(JV)=0, 
9 (F)= 0 , 9 (Z;= 0 , 9 (r)= 0 , c che hanno per vertici i corrispondenti 
punti fondamentali A'=0, r=0, Z==0, 7’==0, sono lo superfìcie coniche 
di 2 ' classe per ciascun piano tangente delle quali le coppie delle rette 
d'intersezione con le due superficie coniche di 2° ordine (1) 0 (4) che 
hanno per vertice quel punto fondamentale sono in rapporto armonico. 

Se invece delle quantità 

LU, 4/V, N\V, FU, GV, H\V -, lu , mv , mu , fu, gv , kw , 
si pongano rispettivamente 

r. g\ k\ l\ m\ n' ; F\ G\ H\ L', N’, 
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♦ = r,'t'gy+l',„'h'z‘+ rg'h’l' 

-irr--my-»'k^{tyz'+rxr)->-(my-n’h'~('n(ni’-.'x'+syt'} 

+ rf‘-my)(n'xy+ A'iV) = 0 . 


che è la forma data da Cavley all' equazione quadruplanarc del tctrac- 
droide (*)i e 

t^ii'x’rr+s'L'c’Y'-^L'nrii z'-hF’G’irr 
-t-(//F'-jirc’-,r/r)(/,*rzvr'.vr).(;W’c''-A"H"-fr)(,rz’.r+cTr) 

-t- (S‘H‘—L’F‘—il'G') (jr.VT-f-WZ* f) = 0 , 


che ne è la corrispondente equazione tangenziale. 

1. Indichiamo con (P^, PJ la coppia di piani cui si riduce 2 per un 
punto p di ^ , con (p^,p.) la coppia di punti cui si riduce a per un piano 
tangente P di e con r' ed R' le rette P.P. e p.p.. Osservando che gli 
elementi di ciascuna linea o colonna del primo dei determinanti (2) del 
numero precedente sono lo coordinate dei piani polari dei vertici del 
tetraedro fondamentale rispetto alla coppia di piani (P,, PJ (piani polari 
che passano quindi per la retta r'), o che gli elementi di ciascuna linea 
0 colonna del secondo dei determinanti (2) dello stesso numero sono le 
coordinate dei poli delle facce del tetraedro fondamentale rispetto alla 
coppia di punti {p., p^) (poli appartenenti quindi alla retta /{') si avranno 
le relazioni 


Hh'y—Gg'i +m =0 , 
Ff z — Ilh'x -f-J/m'(=0 , 
Gg'x — Ff'g +A'n'(=0, 
U'x -t-jI/m'y + iVn's=0 . 


hirr—gG-Z -hWT =0, 
(F'Z —klI'X +m)l'T=0 , 
gG'X—fF r -t-n.V'T =0 . 
IL'X +mM'Y+n!{’Z =0 , 


sicché le rette r' ed R' dovranno soddisfare allo condizioni 


a =FLfV+ G.Wy m'+ HNA'n' =0 , 
i —flF'L’+ gmG' M'-rhnH'H' . 


(') Catlev, Sur DO cas yarticulicr Se la surface du quairiime ordre avee aeiai; poiou amgulicrs. 
Corclianit, Juurnal, Baod 05, pag. 284.SOO. Kumues, Muaaub«rÌEtil der Ucriioar Akadainie fùr 1804. 
pag S46-SG0, pag 405-409. 
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È cliiaro poi clic le rette r' ed /?’ appartenendo al sistema (0, 9) sod- 
disferanno ancora alle condizioni 


«= Fr*-+- Cj'*4- LV’+ 4/m’V iVn" = 0 , 

6 =rfF''+gC'-t-hir-i-lL''+m)r+nN'' = 0 . 

Segue dalle cose dette elio lo rette r' ed lì' sono rette princijHiU del 
sistema (0, 0); esse possono coincidere Ira loro, poiché il sistema delle 
rette principali (locali di punti) determinate dall’ equazioni 0=0 

è lo stesso del sistema delle rette principali (inviluppi di piani) deter- 
minate daH’equaziuni J=0, 9=0. 

Supponendo r’ ed lì' rette principali tra loro coincidenti, e conside- 
rando le rette coincidenti /!, ed r, determinate dalle coordinate 


F, 

-A- 

II, 

L, 

_ il/, 


Ff 


Hh' 

~ W 

J/m' 

_ 

J\V 

f. 

3, 

K 

l. 

— ”*» 

-'V, 

fF' 

~ÌG'~ 

’kH' 

~ IL- 

mJ/' 

niV 


le rette r' R' ed li, r, si appoggeranno tra loro; il punto d’incontro;) 
di r' ed lì, (punto corrispondenle della retta principale) è il punto di 
pel quale la superfìcie conica corrispondente ^ si riduce alla coppia di 
piani (P,, P,) che passano per r', ed il piano /’ condotto per 71' ed r, (piano 
rorritpondenle della retta principale) è il piano tangente di ^ pel quale 
la linea corrispondente a si riduce alla coppia di punti (p„ p,) apparte- 
nenti ad /!'. Adunque ogni retta principale r' R’ del sistema (© , 9) rap- 
presenta nello stesso tempo P intersezione dei due piani cui si riduce la su- 
perficie conica V corrispoinlente ad un punto p di r', e la congiungente dei 
due punti cui si riduce la linea a corrispondente ad un piano I’ condotto 
per 11'; il punto p é il punto di contatto comune di r' con tutte le linee a 
corrispondenti ai diversi piani condotti per r', ed il piano P è il piano tan- 
gente comune condotto per R' a tutte le superficie coniche 2 corrispondenti 
ai diversi punti di R'. 

Consideriamo le rette r' li' che verificano l’ equazioni (2), alle quali 
può darsi anche la forma 

i3i f'L-S ”'' F'f,' _ G'W WN' 

' "t' — VV ’ u ~ r “ K) ’ 
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ponendo come sopra 


onde 


CM 

~1IS=U, 

//.Y 

-Ft = V, 

FL 

— G.V= \V 

gm - 

— An = u , 

hn 

-fi =« . 

fi 

— gm =tt’ 




Uucsle retto r' lì' costituiscono un sistema (A, J) di 2" grado. Le rette 
del sistema die passano per un punto pt appartengono ad una superficie 
conica di 2* ordine F,,, e quelle che giacciono in un piano invilup- 
pano una linea di 2‘ classo y,,; l’equazioni di F^, c di y,, saranno 

r„ = r(jr,<Si -t-».',*' ) + -*-x,3.zi )- 0 , 

■/„ = u (X. r, YZ^Ì\Z,XT)^-v\ )\ T.X.V+ /,.V LF) +u. (Z, T,XY+.\\ i\ZT) .=0 . 

Le superficie coniche F„ passano per i vertici del tetraedro fomla- 
montale e le linee y„ toccano le facce del tetraedro fondamentale Q. 
Se Pi appartiene ad una faccia {1} di Q, F,, si ridurrà a questa taccia, 
insieme ad un altro piano II che passa pel vertice opposto (T) di e 
se P, passa per un vertice (7; dì y, y„ si ridurrà a questo vertice, in- 
sieme ad un altro punto r situato nella faccia opposta (t) dì Q; l'inter- 
sezione di n con t è la retta che congiungc p, col polo rispetto a r [l] 
del piano polare di p^ rispetto a ^{T,; c la congiungcnle di r con T A 
la retta d' intersezione di P, col piano polare II, rispetto 3X(T'} dei polo 
di Pi rispetto a e (f); la linea di 2° ordine condotta per i tre vertici fon- 
damentali A', r, Z in (, e per i punti p, e iTi ò l’ intersezione di / con la 
superficie conica F corrispondente ad un punto qualunque p della retta 
Tir, ; e la superficie conica dì 2" classe tangente alle tre facce fondamen- 
tali ar, >j, s che passano per T, ed ai due piani Pi o LI, è l'inviluppo dei 
piani condotti per T tangenti alia linea y corrispondente ad un piano ijuu- 
lunque P condotto per la retta t 11,. 

Se poi Pi appartiene ad uno spigolo di Q, e P, passa per un lato di y, 
si ridurrà F„ alle duo facce di Q condotto per quello spigolo, e y,, ai 
.due vertici di q appartenenti a quel lato; finalmente se p, 6 un vertice 
di y, c Pi è una faccia di Q, F„ e y,, risulteranno indeterminate. 

Le rette principali del sistema (0; che passano per un punto p sono 
le quattro retto d'intersezione delle superficie coniche ^ o F corrispon- 
denti a p nei sistemi (O) c (A), c le rette principali del sistema (9) esi- 
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stenti in un piano P sono le quattro rette tangenti comuni delle linee a 
e y corrispondenti a P nei sistemi (fl) e ( 5 ); tutt’i lati delle superfìcie 
coniche corrispondenti ai vertici del tetraedro q, e tutte le tangenti 
delle linee a corrispondenti allo facce del tetraedro Q sono rette princi- 
pati. Sia s la linea di i° ordine, intersezione di un piano P col tetrae- 
droido 4 >, e siano a e 7 le lince di 2‘ classe corrispondenti a /’ nei sistemi 
(0) e (5); per ciascun punto p di s la superficie conica corrispondente ^ 
riduccndosi a due piani P, , P, tali clic le loro intersezioni con P sono 
le tangenti condotte da p a 0, se p è uno degli otto punti d’intersezione 
ir di s c 5, la retta principale r', intersezione dei piani P^, P., sarà la 
tangente p' di a in ir; quindi, osservando che le rette principali esistenti 
in P sono solamente le quattro tangenti comuni di o e y, se ne conchiu- 
dcr.’i che s c a hanno un quadruplo contatto; per ciascuno di questi quat- 
tro punti di contatto ir, indicando con FI il piano tangente del tetrae- 
droide ( 4 », 9) (piano che passa per p') con FI,, FF, gli altri due piani tan- 
genti condotti per p' a 9, e con ir,, ir, gli altri due punti d’intersezione 
di p' con 4 >, sarà (FF,, FF,) la coppia di piani cui si riduco v pel punto ir, 
e (ir,, r.) la coppia di punti cui si riduco a pel piano FF. Similmente 
sia S la superficie conica di 4 * classe inviluppo dei piani tangenti con- 
dotti per un punto p al tetraedroidc 9, e siano v e F le superficie co- 
niche di 2 “ ordine corrispondenti a p nei sistemi {©) e (A); per ciascun 
piano tangente P di 5 la linea corrispondente 9 riduccndosi a duo punti 
p,, p, tali che le loro congiungonti con p sono le intersezioni di P con 
se P 6 uno degli otto piani tangenti comuni FF di 5 e 2, la retta princi- 
pale R', congiungentc dei punti p,, p, , sarà il lato di contatto P' di 2 
con FI ; quindi osservando che le rette principali condotte per p sono 
solamente le quattro rette comuni di 2 0 f, se ne conchiuderà che S 
0 2 hanno un quadruplo contatto; per ciascuno di questi quattro piani 
tangenti FF, indicando con ir il punto di contatto col tetraedroidc (9, 4 >) 
(punto appartenente a P') con ir,, ir, gli altri due punti d’intersezione 
di P' con c con FF, , FF, gli altri due piani tangenti condotti por P' 
a 9, sarà (ir„ »,) la coppia di punti cui si riduce a pel piano FI, c (FF,, FF,) 
la coppia di piani cui si riduco 2 poi punto ir. 

8. Conoscendo le quattro superficie coniche 2 corrispondenti ai ver- 
tici di q, cioè 2('^')i 2(^0' 2(^)i 2{F’)i e le quattro linee 9 corrispon- 
denti alle facce di Q, cioè a{j:), 9(y), 9(3), 9(/), 0 pure le intersezioni 
di quelle superficie coniche con le facce di Q, cioè 9(À'), a{Y), a{Z), 
9(7), 0 gl’inviluppi dei piani tangenti condotti a quelle linee per i vcr- 
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tici di q, cioè 2(*)i 2(j). —(*)• 2(<)> facile determinare la super- 
ficie conica 2 corrispondente ad un punto qualunque p, c la linea a cor- 
rispondente ad un piano qualunque P, per mezzo delle costruzioni se- 
guenti. 

Consideriamo un punto qualunque di una Taccia del tetraedro Tonda- 
menlale (Q, q], per esempio il punto p, della Taccia (; siano (a, è), (e, d) 
le coppie dei punti di contatto di o(<) e di a(T] con le tangenti condotte 
da p„ saranno a, b, c, d i punti di contatto del tetraedroidc 9 con i quat- 
tro piani tangenti (P) condotti per la retta Tp^\ siano (0', 0,), {b', b,) 
le coppie dei punti d'intersezione di a(T) con le rette p,a, p,b (vale a 
diro lo coppie di punti in cui le tangenti p_o, pfi di in a c è incontrano 
di nuovo questa superficie), e siano (e', c,), (d', d,) lo coppie di punti 
in cui le tangenti Tc, Pd di in c e d incontrano di nuovo il tetraedroi- 
de; saranno (o', a,), (b', b,), (c', c,), (d', d,) le coppie di punti cui si ri- 
duce la linea a per i quattro piani tangenti (P) di 9; considerando i due 
tetraedri corrispondenti (()', q'), {Q,, q,), che hanno per vertici i gruppi 
di punti (o', b', c', d'), (a,, b,, c,, d,), ed indicando con (A', B', C, D'), 
{A^,B„C„D,), i gruppi delle loro Tacce opposte, saranno (A', A,), (B\ B,), 
(C, C,), (D', D,) le coppie di piani cui si riduce la superficie conica 2 
per i punti (p) d’intersezione del tetraedroido con la retta Tp,; le 
quattro rotte (a' b , , b' a, ; c' d', c, d,) s’ incontrano in un punto *■ di c d, 
e le quattro rette (o'è', 0, è,; c' d,, d' c,) s’incontrano in un altro punto» 
di cd; le rette che uniscono i due punti » con i punti (p) sono le rette 
principali corrispondenti ai quattro punti principali (p); la retta che 
congiunge i due punti », cioè la polare c d di p, rispetto a a( 77 , è la 
retta corritpondenle alla retta Tp,; i vortici dei due tetraedri (j', q,) sono 
i punti comuni a tutte le superficie coniche 2 corrispondenti ai diversi 
punti p della retta Tp„ siechè dato il punto p, si otterranno immediata- 
mente quattro lati della superficie conica 2 corrispondente , unendo p 
con i quattro punti (a', a,; b', i,), 0 similmente se ne otterranno altri 
lati considerando, invece della proiezione p, di p Tatta da T su t, le altre 
proiezioni di p Tatto dagli altri vertici di q sullo Tacce opposte di Q; la 
Tacce dei due tetraedri (Q', Q,) sono i piani tangenti comuni a tutto le 
lirfee a corrispondenti ai diversi piani P condotti per la retta Tp„ sicché 
le intersezioni di P con quello Tacce, c le due rette prodotto da P nella 
superficie conica 2(T) saranno tutte tangenti della linea 3 corrispondente 
al piano P che passa per Tp,. 

Sarà facile modificare le costruzioni precedenti per le diverse posi- 
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zioni (li p; i casi nolevoli si hanno allorché p appartiene all' una o al- 
l’allra delle superfìcie coniche 2 ( 7 ’}, 2(0> ® entrambe, come anche 
allorché p si trova sopra uno o due dei loro piani tangenti comuni ; per 
ciascuno dei quattro punti singolari p, intersezioni di a(t) o 5(T), la 
superfìcie conica 2 currispondenfo si ridurrà a due piani coincidenti coi 
piano condotto por T c per la tangente di o(/) in p, o sia col piano tan- 
gente della superficie conica 2 {fj PI 1 <! ‘lue rette d'intersezione di 
questo piano doppio, cui si è ridotta 2, con la superficie conica di 2" or- 
dine cui si riduce S nel punto singolare p del telraedroide, rappresente- 
ranno la superficie conica 2, considerata come inviluppo di piani di 2* 
classe. 

Similmente consideriamo un piano qualunque condotto per un vertice 
del tetraedro fondamentale (7, Q), per esempio il piano Pr condotto pel 
vertice T\ siano [A, /}), (C, D) le coppie dei piani tangenti di 2 7 } e 
di 2 (<) lungo i lati esistenti in P,, saranno A, D, C, D i piani tangenti 
del telraedroide O nei quattro punti d’incontro (p) con la retta tPri 
siano l'A', A,), [FI', D,) le coppie dei piani tangenti di 2 ( 1 ) condotti per 
le rette Pr A, Pr B (vale a dire le coppie di piani che per le tangenti 
Pr A, Pr P di 9 in A e P si possono condurre ancora a toccare questa 
superficie }, 0 siano (C, C, ) , (!>', P, ) le coppie di piani che per le tan- 
genti tC, ( P di 9 in 6’ 0 P si possono condurre ancora a toccare il tc- 
Iraedroidoj saranno (A', A,), (P', P,), (C, C,), (P', P.) le coppie di piani 
cui si riduce la superficie conica 2 per i quattro punti [p] di consi- 
derando i due tetraedri corrispondenti (7', Q'), {7,, Q,) che hanno per 
facce T gruppi di piani (A', P', C, D'), (A,, P, , C,, P,}, ed indicando 
con («', t', e', d'j, («,, à,, c„ d,) i gruppi dei loro vertici opposti, saranno 
(a', a,), ! 6 ', b,), (c', c,), (<f, d,) le coppie di punti cui si riduce la linea a 
per i piani tangenti (P) condotti al telraedroide 9 per la retta /P, ; le 
quattro rette (A' R„ fi' A, ; C D', C, P.) esistono in un piano II che passa 
per C P, c le quattro rotte 01 ' P', A, P, ; C P„ P' C,) esistono in un altro 
piano n che passa per CI); le rette d’intersezione dei due piani II con 
i piani (/’} sono le rette principali corrispondenti ai quattro piani prin- 
cipali (P): la rotta intersezione dei due piani II, cioè la polare C P di 
Pi rispetto a 2 (f;, è la retta currisjmdi'iile alla retta iPr ; le facce dei 
due tetraedri ((!', Q,) sono i piani tangenti comuni a tutte le linee 5 cor- 
rispondenti ai diversi piani I' condotti per la retta IP,, sicché dato il 
piano /’, si otterranno immediatamente quattro tangenti della linea a 
corrispondente, nelle intersezioni di /' con i quattro piani (A', A,; P',P,), 
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c similmente se ne otterranno altre tangenti considerando invece del 
piano proiettante Pr condotto per la traccia di /' su t e per T, gli altri 
piani proiettanti condotti per lo tracce di P sulle altre facce di Q e per 
i vertici opposti di 7; i vertici dei due tetraedri {q', q,) sono i punti co- 
muni a tutte le superficie coniche ^ corrispondenti ai diversi punti p 
della retta tPr, sicché le congiungenti di p con quei vertici, e le due 
tangenti condotte da p alla linea o[l) saranno tutte lati della superficie 
conica 2 corrispondente al punto p di tPr. 

Sarà facile modificare le costruzioni precedenti per le diverso posizioni 
di /* ; i casi notevoli si hanno allorché P tocca l’una 0 l’altra delle linee 
o(/), a(T), 0 entrambe, corno anche allorché P passa per uno 0 duo dei 
loro punti coniuni ; per ciascuno dei quattro piani singolari P, piani tan- 
genti comuni di 2(7, e 2(<), 1“ linea 0 corrispondente si ridurrà a due 
punti coincidenti col punto d’incontro di t col tato di 2(7'l in P, 0 sia 
col punto di contatto della linea o(7) con P-, le due rette che si condu- 
cono da questo punto doppio, cui si è ridotta a, tangenti alla linea di 2* 
classe cui si riduce s pel piano singolare P del tetraedroido , rappresen- 
teranno la lìnea a, considerata come locale di punti di 2° ordine. 

Per costruire il piano tangente del tetraedroido q in un suo punto p, 
dopo di aver determinato con le costruzioni precedenti la retta principale 
corrispondente px, c quattro lati della superficie conica 2 corrispondente 
a X , questi quattro lati con la retta xp determineranno 2< cd il piano 
tangente di 2 lungo il Iato xp sarà il piano tangente cercato del tetrae- 
droidc 9 in p. Similmente per costruire il punto di contatto del tetrae- 
droide con un suo piano tangente P, dopo di aver determinato con le 
costruzioni precedenti la retta principale corrispondente PII, 0 quattro 
tangenti della linea 3 corrispondente a FI, queste quattro tangenti con 
la retta II P deturmincramio a, ed il punto di contatto di a con la retta 
Il P sarà il punto di contatto cercato del tetraedroido $ con P. 

Tra i casi particolari del sistema di 2° grado (0,6) ne noteremo sola- 
mente due. Supponiamo eguali tra loro due tra le quantità FL,GM,HN, e 
quindi anche eguali tra loro le due corrispondenti tra le quantità 
sia per esempio FL=G.)1=K, e quindi anche ft=qin=k, sarà tV=0, c 
tr=0, quindi l’ equazioni e 9=0 si decomporranno nei due fattori 


♦' 


♦. 


= /j’ -t- tt/y* h Ni* -f- (• = (), 

A 

■f* »■ »* F , ^ 

F G ff ^ FGII 


£. 
A ■ 


/y* 
Imn , 


r=o. 


f, = ir + mJ’-l- nZ' + ~r-0, 


Digitized by Google 



- 40 - 

siccliè in Itil caso il tclraeclroide si riduce alle due supcrOcic di 2" grado 
(*^i> 9i) rapprcsenlale in coordinate del punto c del piano dalle 
eudctlc equazioni. Queste superficie hanno un quadruplo contatto tra 
loro, i punti di contatto appartenendo ai lati Al', ZT del tetraedro Q, 
ed i piani tangenti in essi passando per gli spigoli .ry, zi del tetraedro f. 
Il sistema delle rette (A, 4 ) si riduce a tutte le rette che si appoggiano 
ad (A']’, zi) 0 ad (a-p, ZT) ; per ogni punto p di .ry , o di zi la superficie 
conica corrispondente v sarà la superficie conica condotta per p circo- 
scritta a o a c per ogni piano P condotto per Al', o per ZT\a linea 
corrispondente a sarà la linea d’intersezione di P con <I>, o 't'; per cia- 
scuno dei quattro punti p di contatto di 4 >' c 4 >,; 2 ridurrà a due piani 
coincidenti col piano tangente comune di <!>' c <t>, in p, e per ciascuno 
dei quattro piani tangenti di contatto di 9' e 9,, a si ridurrà a due punti 
coincidenti col punto di contatto comune di 9' c 9, con P. 

Finalmente se FL = GÌI=HN=K , onde fl=gm=lin=k sarà 
L'=V= 1 V’= 0 , M=»=«'= 0 , c quindi il tetraedroide si ridurrà allo 
due superfìcie coincidenti di 2° grado ( 4 >, 9) 



* -r- * f*_n 


f = 4 - r=: 0 . 

^ k 



Il sistema delle rette (A, 4 ) 6 del tutto indeterminato; per ogni punto 
p la superfìcie conica corrispondente 2 sarà la superfìcie conica condotta 
per p circoscritta a 9, e per ogni piano P la linea corrispondente b sarà 
la linea d’intorsczione di P con <t>; per ogni punto p di si ridurrà 
a due piani coincidenti col piano tangente di inp, e per ogni piano 
tangente P di 9, a si ridurrà a due punti coincidenti col punto di con- 
tatto di 9 con P. 
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NOTA 


Aggiungiamo in questa Nota alcune altre propriutà dei sistemi di rette 
di 2° grado. 

1. Chiamiamo eoniugale rispetto al sistema (0, 6) due rette r' R', r" H' 
allorché veriflcano l’equazioni 

»'=zFrr +Ggy +Uk'h’ +LIT + Xm'm" -h Nn'n’ =0 , 

(I) 

e' =fF‘P’-hgG’G'+kH'H"+lL'L’+mU'M~+nN'N'=0 ; 


le rette del sistema (0, 6) sono le rette coniugate tra loro coincidenti. 

Tutte le rette r' fi” coniugate con la retta lìssa r' fi' formano un sitU- 
ma di rette di i° grado (') (0', fl'); in questo sistema tutte le rette che 
passano per un punto p (x, y, z, t) giacciono nel piano corrispondente P 
(X y't Z, T] , essendo 


( 2 ) 


Ilk'y—Gg'z-t-Wt Ffi—Hk'x+Mm't Gg'x—Ffg+-Ì^n't 
S - Y - " 

_ U'x+ilm'y+Nn'z 

— f . 


e tutte le rette che giacciono nel piano P (.X, Y, Z, T) concorrono nel 
punto corrispondente p {x, y, z, l), essendo 

hWY-gG’Z+ll'T _ fF'Z -knX+mkrT _ gGX~fF'Y+nS'T 
X ~ y ~ z 

( 2 ) 

IL'X+mM'ì -HiN'Z 
_ . _ - . 

Se il punto ;» percorre una retta r, , il piano corrispondente P passerà 
per una retta corrispondente fi,, e viceversa se il piano /’ passa per una (*) 


(*) Nou iatorno ai sislemi «li rtiu di l' ordine. Rend. dell'Accad. ISSS. 
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retta /?„ il punto corrispondente p percorrerà una retta oorritpondtnie r,; 
tra le coordinate delle rette corrispondenti r,, lì,, o H,, r„ ponendo 

= f-WA'à, -Hii'l, +i/m'm,-h.Yn'n, , 

\ = FLrV-{-OUg m +HNIi n' , t=flF'L'+gmG'il'+hnn-!i' . 


si hanno le relazioni 


F,—Fr»,— /^l, , 
(3) 

-iF„ 


C, =Gg'(i, — im, , 
M, = Slm'n, — ij, , 
g, =gG'i, — JJf, , 
n,—mil’0, — 4G, . 


H,=Uk’a, — an, , 
iV,=JV»'e, — SA, , 
h, -hH\ — i.V, , 
n, =n.V'9, —tH, . 


Se r, ed R, coincidono, anche li, ed r, coincideranno; se le rette r, R, 
ed R, r, coincidono tra loro esse apparterranno al sistema (©', 6'). 

Allorché A=0, e quindi anche 3=0, tutte le rette r" R" del sistema 
(©', fl') si appoggeranno alla retta R,r, (direttrice del sisteina) determi- 
nata dalle coordinate 




Fr Gg' Hk' ir ~ Um' ~ Kti' ’ 

fm g, A. _ I, m. n, 

fF‘ gG‘ kW IL' tnìV »N' ' 

adunque ogni retta del sistema (A, 3) i tale che le sue coniugate si appog- 
giano tutte ad una stessa retta (retta corrisjiondente della prima nel siste- 
ma (©, fl). 

Considerando le rette coniugate r' ed r" che passano por due punti fissi 
P.tPjt so p' Bp’ sono punti presi ad arbitrio su di esse, sarà 

+L{x,t'~t,x’) (X/— t^x") 4 - if(g,r— t,y') (», r—t, f) 
sicché per ogni posizione della retta r' o r" le sue coniugate si troveranno 


Digitized by Google 



— 43 — 

in un piano eorritpondenle P* o P' ; la rolla r' ed il piano P”, o pure la 
rclla r' ed il piano P', variando inaieme intorno a p. e p. costituiranno 
due sistemi di 2* specie di rette e di piani in dipendenta equianarmoni- 
ca; il luogo geometrico del punto d'incontro di r' o P", o di r' e P', è 
la superficie e se i punti ep, coincidono col punto p, il luogo delle 
rette r' o r' ehe cadono nei loro piani corrispondenti P" o P' è la super- 
ficie conica 2 , 1 ' 

Similmente considerando le rette coniugato R' ed R' esistenti in dui- 
piani fissi Pj, P^, se P' e P" sono piani condotti ad arbitrio per esse, sarà 
f{Y,Z'-Z,Y’){r,Z’—Z^ r) + g{Z,X'-X,Z’){Z.X'-X, Z") 

(a) 

-t- i(xj'—T,X)(X^ r—T, x*) -+-m(r,r— r-r^ y~ì 
+ t>{ZJ'—T,Z')(Z^r—T^Z'') = 0 . 

sicché per ogni posizione della retta 11' o IT le sue coniugate passeranno 
per un punto corrispondente p' op'; la retta R' ed il punto p*, o pure la 
retta R' ed il punto p', variando insieme in P, e P, costituiranno due si- 
stemi di 2* specie di rette c di punti in dipendenza equianarmonica; l'in- 
viluppo del piano condotto per fi' e p", o per fi* e p', è la superfìcie o,,, 
0 se i piani P, e P coincidono col piano P, l'inviluppo delle rette fi' o fi’ 
che passano per i loro punti corrispondenti p' o p' è la linea 

2. Il sistema di rette di 2° grado (&,9) determinato dall’ equazioni 

e = Fr’-h Gg '+Hk '-i- W'+ JVn'* = 0 . 

(I) 

0 =fF‘'-hgG"+kll’‘-hll/‘+mil“-hnN'‘ = 0 , 
è polare reciproco di sé stesso rispetto alla superfìcie di 2" grado (S, t) 
rappresentata dall' equazioni 

S=x* l/CfiT »• \/Wm+ z' VTgW 4- 1* I/IM = 0 . 

(i) _ 

g = X'V^gU -hY'i/hfHr+Z'\^fgi> 4-ri//mn =0. 

0 ciò che vale lo stesso da 


S=- 


( 2 ) 


V'FMS 

|//mn 


Vgnl 
r 

l/yn/ 


\^HLM 
Z' _ 
\/hlm 


- ^=0, 

l/fCff 


r 


=0 : 


segue da ciò che la superficie conica di 2° ordine ^ corrispondente al 
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punto ò polare reciproca, rispetto ad {S, s), della linea di 2‘ classo 9 
corrispondente al piano /’, polare di p; se la superficie conica v si ri- 
duce ad una coppia di piani, vale a diro so p appartiene al tetrnedroido 
(4>, ^], la sua linea polare reciproca 0 si ridurrà ad una coppia di punti, 
vale a dire il piano /*, polare di p, sarà tangente al Iclraedroide 
adunque il tetraedroide ( 4’, 9 ) lia l’ importante proprietà di essere polare 
reciproco di sè stesso rispetto alla superfìcie di 2° grado (5, s). 

Sono polari reciproche tra loro lo superficie coniche di 2° ordine 

Z{X ) , I(V) , l(Z). X(T) ; x(x) . l(n ) , l(;) , 1(0 

rispettivamente con le lince di 2* classe 

-■(x). ’(»). ’(s). ’W: =(•'■). ’(T); 

i punti singolari con i piani tangenti singolari del tetraedroide etc. ctc. 
Ponendo 

t LxY) H- (yliS— t/Fr)*(CsV+ MyY) 

■i = (\/'fii-i/hiry{fY’z‘+ix'r) +{\/hr— i//r)’(jz*x*-t-mrr) 
-(-(tZ/T- t/^)‘(A.\-y*-(-n2’r) , 

lo superficie 4' e 4- saranno polari reciproche rispetto ad (S, s) e si avrà 

(d) ♦=S’-(-v , ?=»■-!-■> . 

Due rette r’ ed IV polari reciproche rispetto ad [S, t) essendo legate 
tra loro dalle relazioni 

Mj r \'F _ 9 ' \'(T _ l'v'^ _ in'v'7? _li'vCv 

F\'/ O'yg H' \h l'\l~ 4/'y'TO fV'v'n 

esse coincideranno in una sola retta r' R' , vale a dire saranno genera- ' 
trici della superficie di 2“ grado (S, s), verificandosi le condizioni 

tr’= U'\ Cg"=^ ilm ‘, llh'’= A’»" ; /^F'*= IL", gC"= mll", kU"= i»A'" , 


Digitized by Google 


